LIMITES

A Teoria dos Limites, topico introdutério e fundamental da Matematica Superior, sera vista aqui, de uma
forma simplificada, sem aprofundamentos, até porque, o nosso objectivo nesta pagina, é abordar os
topicos ao nivel do segundo grau, voltado essencialmente para os exames nacionais.
Portanto, o que veremos a seguir, sera uma introdugdo a Teoria dos Limites, dando énfase
principalmente ao calculo de limites de fungdes, com base nas propriedades pertinentes.
O estudo tedérico e avancado, vocés verdo na Universidade, no devido tempo.
Outro aspecto importante a ser comentado, € que este capitulo de LIMITES abordard o estritamente
necessario para o estudo do proximo tépico: DERIVADAS. O matematico francés Augustin Louis CAUCHY
- 1789/1857 , foi, entre outros, um grande estudioso da TEORIA DOS LIMITES. Antes dele, Isaac
NEWTON - inglés - 1642 /1727 e Gottfried Wilhelm LEIBNIZ - alemdo - 1646 /1716 , ja haviam

desenvolvido o Calculo Infinitesimal.

Definicao:
Dada a fungdo y = f(x), definida no intervalo real (a, b), dizemos que esta fungdo f possui um limite
finito L quando x tende para um valor X,, se para cada nimero positivo € , por menor que seja, existe

em correspondéncia um numero positivo d , tal que :

| Xx-%X | <® = [f(x)-L| <€, para todo x # X .

Indicamos que L é o limite de uma fungdo f( x ) quando x tende a x, , através da simbologia abaixo:

lim f(x) = L

X=->Xp

Exercicio:

Prove, usando a definicao de limite vista acima, que:
lim (x+5)=8

x>3

Temos no caso:

limf(x)=x+5=3+5=8
X093

L =8.

Com efeito, deveremos provar que dado um &€ > 0 arbitrario, deveremos encontrar um & > 0, tal que,
para |x - 3| <9, setenha [(x +5)-8|] <& Ora, [(x+5)-8| <eéequivalentea | x-3 | <ce.
Portanto, a desigualdade |x - 3| < d , é verificada, e neste caso & = £ . Concluimos entdo que 8 é o

limite da fungdo para x tendendo a 3.



O calculo de limites pela definicdo, para fungdes mais elaboradas, é extremamente laborioso e de
relativa complexidade.

Assim é que, apresentaremos as propriedades basicas, sem demonstra-las e, na sequéncia, as
utilizaremos para o calculo de limites de fungGes Antes, porém, valem as seguintes observacgdes

preliminares:

a) E conveniente observar que a existéncia do limite de uma funcdo, quando x = X, , ndo depende
necessariamente que a fungdo esteja definida no ponto X, , pois quando calculamos um limite,
consideramos os valores da fungdo tdo proximos quanto queiramos do ponto X, , porém ndo coincidente
com Xo, Ou seja, consideramos os valores da funcdo na vizinhanca do ponto Xxo
Para exemplificar, consideremos o calculo do limite da fungdo abaixo, para x > 3.
4
se=222
x-3
Observe que para x = 3 a funcdo ndo ¢é definida. Entretanto, lembrando que x*> - 9 = (x + 3) (x - 3),
substituindo e simplificando, a fungao fica igual a f (x) = x + 3, cujo limite para x = 3 é igual a 6, obtido
pela substituigdo directa de x por 3.
b) O limite de uma funcdo y = f (x), quando x € xo, pode inclusive, ndo existir, mesmo a fungdo estando
definida neste ponto X, , ou seja , existindo f(xo).
c) Ocorrerdo casos nos quais a funcgdo f(x) ndo esta definida no ponto xo, porém existird o limite
de f(x) quando x # Xgp .
d) Nos casos em que a fungdo f(x) estiver definida no ponto x, , e existir o limite da
funcdo f(x) para x # X, e este limite coincidir com o valor da fungdo no ponto X, diremos que a
fungdo f(x) é continua no ponto Xo .
e) Ja vimos a definigdo do limite de uma fungdo f(x) quando x tende a xo , ou X # Xo. Se x tende para
Xo, para valores imediatamente inferiores a x, , dizemos que temos um limite a esquerda da fungdo. Se
X tende para X, , para valores imediatamente superiores a X, , dizemos que temos um limite a direita da
funcdo. Pode-se demonstrar que se esses limites a direita e a esquerda forem iguais, entdo este sera o

limite da fungdo quando x <> X .

Propriedades operatérias dos limites

P1 - O limite de um soma de funcgGes, é igual a soma dos limites de cada fungdo : lim (u+ v+ w + ...)
=limu+Ilimv+Ilimw+ ...

P2 - O limite de um produto é igual ao produto dos limites. lim (u.v) = limu.limv

P3 - O limite de um quociente de fungbes, é igual ao quociente dos limites. lim (u/v) = limu/limv,
selimv # 0.

P4 - Sendo k uma constante e f uma fungao, limk . f=k. lim f

Observagbes: No calculo de limites, serdo consideradas as igualdades simbdlicas, a seguir, envolvendo
os simbolos de mais infinito ( + o ) e menos infinito ( - 0 ), que representam quantidades de mddulo
infinitamente grande. E conveniente salientar que, o infinitamente grande, ndo é um niimero mas

sim, uma tendéncia de uma variavel, ou seja: a varidvel aumenta ou diminui, sem limite. Na realidade,
0s simbolos + o e - ® , ndo representam numeros reais, ndo podendo ser aplicadas a eles, portanto, as
técnicas usuais de calculo algébrico. Dado b € R - conjunto dos nimeros reais, teremos as seguintes
igualdades simbdlicas:

b+ (+0)=+o00



b+ (-0)=-o00

(+00)+ (+00)=+00

(-0)+ (-0)=-0

(+ o0 ) + (- @ ) = nada se pode afirmar inicialmente. O simbolo oo - oo , é dito um simbolo de
indeterminagdo.

(+0).(+0)=400

(+ ) . 0 = nada se pode afirmar inicialmente. E uma indeterminac&o.

o0 / o0 = nada se pode afirmar inicialmente. E uma indeterminagéo.

No calculo de limites de fungdes, é muito comum chegarmos a expressées indeterminadas, o que
significa que, para encontrarmos o valor do limite, teremos que levantar a indeterminagdo, usando as

técnicas algébricas. Os principais simbolos de indeterminagdo, sdo:

0 - 0
.0
co/ co
0 0

100

Vamos agora calcular alguns limites imediatos, de forma a facilitar o entendimento dos exercicios mais

complexos que virdo em seguida:

a) lim (2x +3) =2x5+3 =13
xX->5
DYIimxX+x)=(+¥)P+(+¥)=+¥+¥=+Y¥
X->+00
Alim@+x3)=4+2>=4+8=12
X->2
D Iim[Bx+3)/(2x-5)]1=[(3.4+3)/(24-5)]=5
X->4
e)lim[(x+3)(x-3)]1=@4+3)(4-3)=7.1=7

X->4
Limites fundamentais
A técnica de calculo de limites, consiste na maioria das vezes, em conduzir a questdo até que se possa
aplicar os limites fundamentais, facilitando assim, as solugdes procuradas. Apresentaremos a seguir,

sem demonstrar, cinco limites fundamentais e estratégicos, para a solugdo de problemas.

Primeiro limite fundamental: O limite trigonométrico

. EEnx
lim =

¥—+0 x

1




Intuitivamente isto pode ser percebido da seguinte forma: seja x um arco em radianos, cuja medida seja
proxima de zero, digamos x = 0,0001 rad. Nestas condigOes, o valor de sen x sera igual a

sen 0,0001 = 0,00009999 (obtido numa calculadora cientifica).

Efectuando-se o quociente, vem: sen x / x = 0,00009999 / 0,0001 = 0,99999 » 1.

Quanto mais préximo de zero for o arco x, mais o quociente (sen x) / x se aproximara da unidade,

caracterizando-se ai, a nogao intuitiva de limite de uma fungao.

Exercicio:

Observe o célculo do limite abaixo:

. senSx . SozenSx SEf DX . EERH

lirn = lim =5 lm ——=5lm

=0 x x—=0 ax =0 Sz U—=0 gy

Observe que fizemos acima, uma mudancga de variavel, colocando 5x = u, de modo a cairmos num limite
fundamental. Verifique também que ao multiplicarmos numerador e denominador da fungéo dada por 5,

a expressdo ndo se altera. Usamos também a propriedade P4 vista no inicio do texto.

Segundo limite fundamental: Limite exponencial

x

litn 1+l =g

¥— Ho x

Onde e é a base do sistema de logaritmos neperianos, cujo valor aproximado é e = 2,7182818.
Exercicio:

Observe o calculo do limite abaixo:

¥ ¥ ¥ L3 ¥
lim 1+1 = lim 1+l .1+l = lim 1+l Jlim 1+l =ge=g’
x—ro x Ko X X

K=o X X ¥

Terceiro limite fundamental : Consequéncia do anterior

1
lirny [1+x)?=e=:

=l

Exercicio:

Observe o calculo do limite abaixo.



lim (1 + X)S/x =lim [(1 + X)l/X]S = @’

x=>0 x-> 0

Quarto limite fundamental: outro limite exponencial

=0 x

paraa > 0.

Quinto limite fundamental

o D1

=0 x

Exercicios propostos:

Determine os seguintes limites:

lim (2 sen x - cos2x + cotgx)
X-> n/2

Resp: 3

lim (5 - 1/x + 3/x%)
X->+00

Resp: 5

lim (4x3 - 2x2 + 1) / (3x® - 5)
X->+00
Resp: 4/3

Sugestdo: divida numerador e denominador por x3.

lim (senx / tgx)
x->0

Resp: 1

lim (sen 4x) / x
x->0

Resp: 4

lim [(1 + 1/x)**3
X-> +00

Resp: e



Limites de Funcées (Exercicios)

Calcular o limite seguinte:

m 3
1-2-\&

Solucdo:
Observe que substituindo x por 4, obteremos a indeterminagao 0/0. Temos que “levantar” esta

indeterminacgdo, usando certos critérios algébricos.

Multipliquemos numerador e denominador pelos factores racionalizantes do denominador e do

numerador.

Teremos entao:

gy 2EH1-3 L2xr1-3 . (2xt 1 -D-Lx L+ W22 +.7) by (224D - XS -2 +42)
i Jro2-d2 T (Jr-2 oW dx -2+ 2W-Px F1 4T ) (x-2-D(¥2x+1+3)

Simplificando, obteremos:

- J2x11-3 o 22~ -8Bz -2 ++/2)
v Ji-2-42 = (-2 +1+3)

Observando que (2x-8)/(x-4) = 2(x-4)/(x-4) = 2, para X # 4, vem:

hm—s ASx-2+42) _AvA-2142) 4& 242
v fr—2-42 = “(2xtlt3) | Jzatles -3

Comentarios adicionais:
1 - Lembre que o factor racionalizante de (Va - \b) é (Na + \b).
2 - 0/0 é um simbolo de indeterminagdo; neste problema, obtemos o valor 2V2/3 para o limite da

fungdo dada; outros problemas levardo a outros valores, dai, a designacdo de indeterminacgdo

O problema proposto a seguir, € um exemplo disto.



Calcule o seguinte limite:

e Ji+16-4
=

2 +25-5

Nota: observe que substituindo x por zero (conforme indicado no limite), obteremos a indeterminagao
0/0.

Resposta: 5/4 = 1,25.

Enviar comentarios para: Sérgio Duarte da Silva
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