1 Introducéo a Légica e Teoria de Conjuntos

1.1 Teoria de Conjuntos

Um conjunto designa-se geralmente por uma letra maiUscula, reservando-se as letras

minuUsculas para os seus elementos. A expresséo simbdlica

xe A

significa que “x é elemento de A". A nega¢do de xe A representa-se simbolicamente

por
xgA

Elé-se “x ndo pertencea A" (ou " x ndo é elementode A").

Um conjunto pode ser escrito em extensdo (quando o nUmero dos seus elementos for
finito e suficientemente pequeno) enumerando explicitamente fodos os seus elementos
colocados entre chavetas e separados por virgulas ou em compreenséo, enunciando
uma propriedade caracterizadora dos seus elementos (isto €, uma propriedade que s6

0s seus elementos possuam).

Exemplo TC1

(1) Conjunto das vogais descrito em extensdo,
v={a.e,i,o.u}
(2) Conjunto dos nUmeros naturais pares descrito em compreensdo
P:{peN: pZQonroolgumqu}
Conjunto universal e conjunto vazio
Pareceria razodvel que intuitivamente se considerasse como conjunto qualquer

coleccdo de objectos (reais ou imagindrios). No entanto, tal atitude conduz a situacdes

paradoxais.




Se se adoptar a concepcdo intuitiva de conjunto entdo pode dizer-se que alguns
conjuntos so membros de si proprios enquanto que outros ndo o sdo. Um conjunto de
elefantes, por exemplo, ndo é um elefante e, portanto, ndo é um elemento de si
proprio; no entanto, o conjunto de todas as ideias abstractas &, ele préprio, uma ideia
abstracta, pelo que pertence a si préprio. As propriedades “ser membro de si préprio” e
“nado ser membro de si proprio” parecem ser propriedades perfeitamente adequadas
para definir conjuntos. Mas, como se verd estas propriedades conduzem a criacdo de

um paradoxo.

Suponha-se que se define o conjunto A como sendo o conjunto de fodos os conjuntos

gue ndo sdo membros de si proprio, isto &,
A={X:XgX}.

Coloca-se a questdo de saber se A é ou ndo elemento de si proprio. Se A ndo for
elemento de si proprio, Ag A, entdo satisfaz a propriedade definidora de A e, portanto,
Aec A;se A pertence asiproprio, Ae A entdo ndo satisfaz a propriedade definidora de
A e, portanto, Ag¢ A. De cada uma das possiveis hipdteses pode deduzir-se a sua

negacdo, o que constitui um paradoxo.

Para eliminar possibilidades deste tipo supor-se-&, de ora em diante, que os conjuntos
considerados sdo todos constituidos por elementos de um conjunto U suficientemente

grande, chamado conjunto universal ou universo do discurso.

Em Matemdtica hd conjuntos que constituem muito frequentemente os universos do

discurso. Alguns exemplos, dos mais importantes, sdo:

R= {x :x &€ um nUmero reol} nUmero

Q= {x :x € um nUmero rocionol}
7

{x X é um numero infeiro}

N={0,12,3,...}




Os simbolos @ ou { } usam-se para denotar o conjunto vazio (conjunto sem elementos)

que pode ser escrito em compreensdo por {x:x = x}, & ={x:x=Xxj.

Conjuntos finitos e conjuntos infinitos
Um conjunto diz-se finito se for possivel contar os seus elementos, ou seja, se for o
conjunto vazio ou se for possivel estabelecer uma correspondéncia bijectiva entre os

seus elementos e os elementos de um conjunto da forma {1, 2,3,...,n} paraalgum neN.

Dir-se-4 infinito caso contrdrio. O conjunto dos numeros inteiros positivos inferiores a 100 é
um conjunto finito enquanto que o conjunto de todos os NUMeros inteiros positivos € um

conjunto infinito.

Se A for um conjunto finito, designar-se-& por cardinalidade de A o nUmero dos seus
elementos, o qual se representa por card(A) ou #A. Um conjunto com cardinalidade

igual a 1 diz-se singular.

Quando um conjunto ¢é infinito, é impossivel defini-lo em extensdo; logo, se um conjunto
puder ser definido em extensdo, entdo certamente serd um conjunto finito.
Por vezes para definir certos conjuntos infinitos usa-se uma notacdo parecida com a

definicdo de um conjunto em extensdo: é o caso de

N={0,12.3,..}

Refira-se que as reficéncias representam a quase fotalidade dos elementos de N

qualguer que seja o nUmero de elementos que aparecam no inicio.

Igualdade de conjuntos

Dois conjuntos sdo iguais se e s6 se tiverem os mesmos elementos.

Se um conjunto A for igual a um conjunto B escreve-se A=B. Para verificar se dois
conjuntos sdo iguais basta verificar se todo o elemento de A é elemento de B e se
todo o elemento de B é€ elemento de A. Se todo o elemento de A for também

elemento de B (independentemente do facto de todo o elemento de B poder ser ou




ndo elemento de A) dir-se-& que o conjunto A esta contido no conjunto B, o que se

denota por Ac B; neste caso também se diz que A € um subconjunto de B. Se os
conjuntos A e B forem iguais entdo terse-& AcB e, simultfaneamente Bc A;
reciprocamente, se Ac B e B c A se verificarem simultaneamente entdo tem-se A=B.
Se AcB e A= Bdirse-d que A é um subconjunto préprio ou uma parte propria de B e

escreve-se Ac B. De acordo com estas definicdes resulta que quaisquer que sejam os

conjuntos A e B

A AcA A=B seesdse [AgBeBgA]

Considere-se a prova de, por exemplo, & < A qualguer que seja o conjunto A. A Unica
forma de mostrar que esta inclusdo é falsa é verificar que @ possui um elemento que
ndo pertence a A; ora como & ndo possui elementos entdo esta relagcdo verifica-se

sempre.

1.1.1 OperagBes com conjuntos

Sendo A e B dois conjuntos, denota-se por AUB a unido (ou reunido) de A com B,
gue é o conjunto cujos elementos sdo os elementos de A e os elementos de B . Mais

geralmente, se A, Ay,..., A, forem conjuntos entdo a sua unido

UA=AuAmU.UA

i=1

I{XZXEAi poroolgumiz],Q,...,n}

€ o conjunto constituido pelos elementos que pertencem pelo menos a um dos

conjuntos A,i=12,...,n.

A interseccdo de dois conjuntos A e B, denota-se por AnB, € o conjunto cujos

elementos pertencem simultaneamente a A e B. Analogamente, se A, A,,..., A, forem

conjuntos entdo




A =ANAN..NA
i=1

={X:XeA poroolgumi:],?,...,n}.

Dois conjuntos A e B dizem-se disjuntos se e s6 se AnB=¢, isto &, se ndo possuirem
elementos comuns.

Dados conjuntos Aiel, dizemos que eles sdo disjuntos dois a dois se quaisquer i, jel,

comiz#j,setem ANA=0.
A diferencade A e B € o conjunto A\B definido por
A\B={x:xeAex¢B}

ou seja, € o conjunto constituido pelos elementos de A que ndo pertencem a B. Se,

em particular, se fizer A=U , o universo do discurso, entdo o conjunto U \B :{x:xe B}

dd-se o nome de conjunto complementar de B e denota-se por B ou B°.

Conjunto das partes de um conjunto
Podem construir-se conjuntos cujos elementos sdo eles préprios, no todo ou em parte,

conjuntos. Assim, por exemplo, a letra x, o conjunto {a,b}, o conjunto {@} e o nimero 4

podem constituir um novo conjunto que é o seguinte

{x.{a,b} {2} 4}.

Dado um conjunto arbitrdrio, € possivel construir novos conjuntos cujos elementos sdo
partes do conjunto inicial. Em particular, sendo A um conjunto qualquer, denota-se por

P(A) o conjunto constituido por todos os subconjuntos (proprios ou imprdprios) de A,

isto &,

P(A)={X:Xc Al




Se A é finito tem-se Cord(P(A)):QCOrd(A)_

O produto cartesiano de A por B, designa-se por AxB e é dado por

AxB={(ab):acArbeB].
Analogamente, podemos considerar o produto cartesiano de n conjuntos:
Axhyx.xA ={(anay,....a,) a e Anay e Ay n..ndy €A
Por definicdo, A" = Ax Ax...xA.
Se A A,,..., A, sGo conjuntos finitos, entdo
card(Ax Ay x...x A;) = cardA xcardA, x...xcardA, .

Exemplo TC2
Se A={abc} entdo P(A)={@.{a} {b}{c} {a b} {ac} {bc}.{abc}} & o conjunto das

partes de A, com cardinalidade igual a 8.

Teorema (Propriedade Distributiva)

Sendo A, B,C trés conjuntos arbitrdrios, ter-se-a:
a) An(BuC)

b) Au(BNC)

Teorema (Leis de Morgan)

Sendo A e B dois conjuntos arbitrdrios, ter-se-&:

I
|
w|

a) (AnB)=AuU

I
>|
w|

b) (AUB)=AN




Exercicios- Teoria de Conjuntos

1. Mostra que se A for um subconjunto do conjunto vazio entdo A=3.

2. Dado um conjunto arbitrdrio A,

a) Serd A elemento do conjunto {A} 2
b) Serd {A} elemento do conjunto {A} 2

c) Serd {A} um subconjunto de {A}

3. Seja A={12,{3}}. Quais das afirmacdes seguintes s&o verdadeiras?
a) e A;
b) {lleA;
c) lcA;
d) 3eA;
e) {3leA;
f) B8}cA;
a) {Blic A
h) e A;
i) OcA;

4. Descreva em compreensdo os conjuntos seguintes:

={510,15,20,...}
={717,27,37,...}
{300,301,302, ....,399,400}
={1,4,9,16,25,36,49, ...}
={1,12,74,18,116,...}

A
B
Cc
D
E

5. Indique quais dos conjuntos que se seguem sAo iguais:

A={-112}
B={1,21}
c={012}




D={21-1-2}

Ez{x:x2 =4 ou x° =]}
6. Determine em extensdo os seguintes conjuntos:

A

{x2 —-X:xe {0,1,2,3}}

{(—])” ne INO}

C={X€|NO:X2+22:]3X}
D

B

={xeINg:(x+1x+2)<11}

7. Diga quais dos seguintes conjuntos que se seguem sao finitos e quais séo infinitos:

a) O conjunto das linhas do plano que sdo paralelas ao eixo dos xx'.
b) O conjunto das lefras do alfabeto.
c) O conjunto dos multiplos de 5.

d) O conjunto dos animais existentes na Terra.
e) O conjunto das raizes da equacdo x3 +42x2° —17x'® —2x® +19=0.

f) O conjunto das circunferéncias cenfradas na origem.

8. Determine quais dos conjuntos seguintes sdo iguais:

9. Qual é a cardinalidade dos seguintes conjuntos:

l22) el o) b




10. Determine a cardinalidade do conjunto
_Jp.
S _{—. p,qeIN A p,qslo}
q

11. Seja U ={0,123,4,5467,.89 o conjunto universal. Dados os conjuntos A={3,57},
B={23456 e C={02468}, defina em extensdio os conjuntos

ANB,BUC,BUC,An(BUC) (AnB)U(ANC)
(AmBﬁALAuQLBm@JVﬂLU

12. Sejam A B,C trés conjuntos quaisquer contidos no universo U. Verifique as seguintes

igualdades:

a) AUA=U
b) AnA=0
c) AnBc A
d) AUBoA
e) A=A

f) A\B=ANB

13. Em que circunst@ncias sdo verdadeiras as igualdades que se seguem:

AuB=ANB
ANB=A
ANB=B
(AUB)NB=A

(AnB)uB=AUB

14. O facto de ser AuUB =D implica que seja D\B=A?2 Se ndo, o que pode concluir-se

do factodeser AuB=D e D\B=A?2

15. Sejom A e B dois subconjuntos do universo U ={1,2,3,4,5,6} tais que




AUB={1234}, AnB={3}, A\B={2}

Determine A/B e B\A.
16. Verifique, justificando, se as afirmacdes seguintes sdo verdadeiras ou falsas.

a) Se AcC e BcC entdo AuBcC.
b) Se CcAeCcB entdo CcAnB.
c) Se AcB e BcC ent@do AcC.

d) Se AgB e BcC ent@o AzC.

e) Se AC=BnC entdo A=B.

17. Determinar o conjunto das partes do conjunto

l.A={l}
Il.B={2}
l.c ={1,2,3}

18. Sendo M ={12,3,4} determinar {xeM :xe@}. Quantos elementos terd o conjunto

das partesde M 2

19. Descrever os elementos do conjunto P(P(P(@))) onde P(Q) designa o conjunto

das partes do conjunto vazio &.

20. Sejom os conjuntos A={a,{b}} € B={a,b,{a,b}}. Determine:

a) AnB
b) AUB
c) P(A) (conjunto das partes de A)

d) BAP(A)

21. Determinar o conjunto das partes do conjunto das partes do conjunto {a}.

22. Dados dois conjuntos A e B . Verifique que:
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a) (AnB)U(ANB)=A

b) (A\B)=AUB

23. Usando um diagrama de Venn apropriado verifique:

a) A demonstracdo do teorema da propriedade distributiva;

b) A demonstra¢cdo do teorema das Leis de Morgan.

24. Sendo P,Q,R trés conjuntos, indicar quais das afimagdes que se seguem sdo

verdadeiras.

a) Se P éum elementode Q e Q € um subconjunto de R, entdo P € um elemento

de R.

b) Se P € um elemento de Q e Q é um subconjunto de R, entdo P é também um

subconjunto de R.

c) Se P éum subconjunto de Q e Q é um elemento de R, entdo P é um elemento

de R.

d) Se P é um subconjunto de Q e Q € um elemento de R, entdo P € um

subconjunto de R.

25. Sendo P,Q,R frés conjuntos, provar:

a) (P\Q)IR=P\(QUR)
b) (P\Q)|R=(P\R)\Q
c) (P\Q)|R=(P\R)\(Q\R)

26. Chama-se diferenca simétrica de dois conjuntos A e B ao conjunto constituido

pelos elementos que pertencem a A ou a B, mas ndo a ambos simultaneamente.

a) Denotando por A®B a diferenca simétrica de A e B, mostrar que
A®B=(A\B)U(B\A)=(AUB)\(ANB).
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b) Representar num diagrama de Venn a diferenca simétrica de dois conjuntos A e
B quaisquer.
c) Se a diferenca simétrica entre dois conjuntos quaisquer A e B for igual co
conjunto A que poderd dizer arespeitode A e B2
d) Verifique se as igualdades seguintes sGo verdadeiras ou falsas.
LA© A=A
Il.A®(A®A)= A

1.2 Elementos de Teoria da Deducéao

Geralmente a matemdtica divide-se em partes chamadas teorias matematicas. O

desenvolvimento de uma qualquer teoria é constituido por trés etapas fundamentais:

(1) a construgdo dos objectos matemdaticos da teoria;
(2) aformagdo de relagdes entre estes objectos;
(3) a pesquisa das relacdes que sdo verdadeiras, ou seja, a demonstracdo de

teoremas.

Objectos matemdticos sdo, por exemplo, os nUmeros, as funcdes ou as figuras
geométricas; a Teoria dos NUmeros, a Andlise Matemdtica e a Geometria sdo,
respectivamente, as teorias matemdticas que os estudam. Os objectos matemdticos
(provavelmente) ndo existem na natureza; sGo apenas modelos abstractos de objectos
reqis mais ou menos complicados. As relacdes entre os objectos matemdticos sdo
afirmacodes (ou proposicoes ou sentencas), verdadeiras ou falsas, que podem enunciar-
se a seu respeito e que, de algum modo, correspondem a propriedades hipotéticas dos

objectos reais que eles modelam.

Para provar os seus resultados a matemdtica usa um determinado processo de
raciocinio que se baseia na Légica (bivalente) que adopta como regras fundamentais

de pensamento os dois principios seguintes:

Principio da ndo contradicdo: Uma proposicdo ndo pode ser verdadeira

e falsa (ao mesmo tempo).
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Principio do terceiro excluido: Uma proposicdo ou € verdadeira ou é falsa

(isto é, verifica-se sempre um destes casos e nunca um terceiro).

A matemdtica, como qualquer outra ciéncia, utiliza a sua linguagem prdpria constituida
por termos — palavras ou simbolos — e proposicdes que sdo combinacdes de termos de
acordo com determinadas regras. Numa teoria matemdatica qualquer podem distinguir-

se dois tipos de termos:

(1) termos légicos, que ndo sdo especificos daquela teoria e fazem parte da
linguagem matemdtica geral, e

(2) termos especificos da teoria que se estd a considerar.

Termos légicos como, por exemplo, “variavel”, “relacdo”, etc. sdo comuns a todas as
teorias matemdaticas. Pelo contrdrio, “ponto”, “recta” e "angulo” sdo termos especificos
da geometria, enquanto que “ndmero”, “<", "adigcdo” sdo termos especificos da teoria
dos nUmeros, etc.

O papel principal da légica em matemdtica é o de comunicar as ideias de forma

precisa evitando erros de raciocinio.

1.2.1 Conjectura e demonstracéo

Chama-se demonstragéo formal a uma sequéncia finita py, py,..., p, de proposicoes

cada uma das quais ou € um axioma (proposicdo cuja veracidade se admite a priori)
ou resulta de proposicoes anteriores por regras de inferéncia (que sdo formas muito
simples e frequentes de argumentacdo vdlida, tradicionalmente designadas por

slogismos). Cada uma das proposicdes p;,1<j<n é designada por passo da

demonstracdo. Neste sentido, teorema serd o Ultimo passo de uma dada
demonstracdo, isto €, demonstrar um teorema consiste na realizacdo de uma
demonstracdo cujo Ultimo passo é o teorema em questdo.

Fora da Légica raramente se fazem demonstracdes formais rigorosas: o que em geral se

faz & estabelecer os passos fundamentais da demonstracdo suprimindo todos os
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detalhes l6gicos que, muitas vezes, ndo adjudam a esclarecer a verdadeira natureza da
proposicdo sob andlise. Estes procedimentos designar-se-Go simplesmente por
demonstracdes (ou demonstracdes matemdticas) por contraposicdo a demonstracoes

formais.

Exemplo TC3

Na tabela que se segue, para cada nimero natural n de 2 a 10, calculou-se o nUmero

2" -1 obtendo-se os seguintes resultados:

n 2" 1
€ primo? é primo?
2 Sim 3 Sim
3 Sim 7 Sim
4 Ndo 15 Ndo
5 Sim 31 Sim
6 Ndo 63 N&o
7 Sim 127 Sim
8 Ndo 255 Nao
9 Ndo 511 Ndo
10 N&o 1023 ndo

Observando cuidadosamente a tabela parece verificar-se o seguinte: sempre que n é

um nUumero primo, o numero 2" -1 também é primo! Serd verdade?
Em matemdtica dd-se o home de conjectura a este tipo de afirmacdes cujo valor
l6gico de verdade ou falsidade necessita de ser provado. Assim, esta tabela suscita as

duas conjecturas seguintes:

Conjectura |
Dado um nUmero inteiro n superior a 1, se n for primo entdo o nimero 2" -1 é

primo.

Conjectura ll
Dado um nUmero inteiro n superior a 1, se n ndo for primo o nimero 2" —1

também ndo é primo.
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Destas duas conjecturas a primeira pode refutar-se imediatamente: para tal é suficiente

continuar a desenvolver a tabela para valores de n superiores a 10. Assim, para n=11

vem
21 —1=2047 = 23x 89

0 gue mostra que a conjectura é falsa: 11 € um nUmero superior a 1 e € primo, mas

21 & um nUmero composto. O nUmero 11, neste caso, constitui o que se designa

geralmente por contra-exemplo para a conjectura: um simples contra-exemplo é
suficiente para mostrar que a conjectura é falsa. Mas hd mais contra-exemplos: 23 e 29,
por exemplo, sdo outros contra-exemplos.

Considere-se agora a segunda conjectura: estendendo a tabela a outros nimeros
infeiros ndo primos superiores a 10 nGo se enconfra nenhum confra-exemplo. Isto,
contudo, ndo nos permite concluir que a conjectura é verdadeira pois por muito que se
prolongue a tabela nunca serd possivel experimentar todos os nUmeros compostos
possiveis: eles sdo em nUmero infinito! Poderd haver contra-exemplos que sejam tdo
grandes que nem com os actuais meios computacionais seja possivel testd-los. Para

demonstrar ou refutar a conjectura é necessdrio adoptar entdo outros métodos.

A conjectura Il é, de facto, verdadeira.

Demonstracao

Visto que n ndo é primo entdo existem inteiros positivos a e b maiores que 1 tais que

a<neb<nen=ab.Sendo x=2"—Te y=1+2°+22 4 2@ ontzo

xy=(2" -1)-(1+2b 1% +...+2(a‘”b)
=2b ~(]+2b +2% +...+2(a_])b)—(1+2b +2% +...+2(a_])b)
=(2b +2% 4% +...+2ab)—(1+2b +2% +...+2(a7])b)

:2ab -1
—2"
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Visto que b<n pode concluir-se que x=2° -1<2" —1; por outro lado, como b>1 entdo
x=2"-1>2'-1=1 donde se segue que y<xy=2"-1. Entdo 2" -1 pode decompor-se
num produto de dois nUmeros inteiros positivos x e y maiores que 1 e menores que

2" -1 o que prova que 2" -1 ndo € primo. O

Uma vez que se provou gue a conjectura Il é verdadeira, esta passou a adquirir o

estatuto de teorema, podendo entdo escrever-se:

Teorema
Dado um numero inteiro n superior a 1, se n ndo for primo entdo o nimero 2" -1

também ndo é primo.

1.2.2 Loégica Proposicional

Tal como referido no ponto anterior, a demonstracdo de conjecturas € essencial em
matemdtica. A Logica estuda os métodos de raciocinio, especialmente os que podem
expressar-se sob a forma de argumentos. Um argumento consiste numa série (finita) de
proposicdes declarativas, chamadas premissas, a partir das quais se infere uma outra
proposicdo, a conclusdo. H& vdrios tipos de argumentos: os dois principais sdo os
argumentos indutivos e os argumentos dedutivos. O primeiro, usado no dia a dia pelas
ciéncias empiricas, parte de dados da experiéncia para concluir gue uma dada
proposicdo, provavelmente, € verdadeira. Os dados da experiéncia tornam provdével a
veracidade da conclusdo, mas ndo a garantem em absoluto.

Um argumento dedutivo, pelo contrdrio, garante que se todas as premissas forem
verdadeiras a conclusdo também o serd. A argumentacdo dedutiva estd na base das

demonstracées matematicas.

Proposicdes ou sentencas sdo 0s elementos bdsicos da logica que sdo afiimacodes
precisas (verdadeiras ou falsas, mas ndo ambas as coisas). Por exemplo, “2 é maior que

3" é uma proposicdo cujo valor logico é o de “falsidade” enquanto que “todos os
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tridangulos tém trés lados e trés angulos” € uma proposicdo cujo valor légico é o de
“verdade”. Por outro lado " x < 3" ndo é uma proposicdo (depende do valor que venha
a ser atribuido & varidvel x). Representar-se-do por letras (geralmente minUsculas) as
proposicdes genéricas (ou varidveis proposicionais) e por 1 e 0 os valores logicos de

“verdade” e “falsidade”, respectivamente.

Exemplo TC4

As afirmacdes

1. A lLua é feita de queijo verde.
2

2. (e”) =e?"

3. 6 & um nUmero primo.

4. o milionésimo digito na dizima de 2 é é.

Sdo exemplos de proposicoes. Por outro lado,

1. Serd (e” )2 igual a e?* 2

2. Se ao menos todos os dias pudessem ser como estel
3. Toda a gente é aardlingueede.
4. Esta proposicdo é falsa.

Claramente ndo sdo proposicoes.

Por vezes combinam-se vdrias proposicdes para obter proposicdes compostas: neste
caso, em geral, pretende-se obter os valores |6gicos das proposicdoes compostas em
funcdo dos valores l6gicos conhecidos das proposicdes mais simples que as compdoem.

Uma conectiva légica que modifica o valor de uma dada proposicdo “p” é a sua
negacdo “ndo p", denotada geralmente por “—p", que é uma proposicdo falsa
qguando " p" é verdadeira e verdadeira quando “ p"” é falsa. Isto pode expressar-se &

custa da chamada tabela de verdade da negacdo:
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Existem vdrias formas pelas quais se podem combinar duas proposicoes. Em particular,

as conectivas “e” e “ou”, conjuncdo e disjuncdo, denotadas geralmente por

v ", respectivamente, sdo definidas pelas seguintes tabelas de verdade:

p q pPAQ pvq
1 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1
0 0 0

AN e

A conjuncdo de duas proposicoes é verdadeira quando e sé quando duas proposicoes

forem simultaneamente verdadeiras; a disjuncdo é verdadeira desde que pelo menos

uma das proposicoes seja verdadeira.

A conectiva "= " que se |é "se ..., entdo ...", designa-se por “implicagdo”, obedece &

seguinte tabela de verdade:

Quando temos a implicacdo p=q dizemos que p é o antecedente e q o

consequente.

p q P=4q

Considere-se, por fim, a conectiva légica “p se e sé se q ", por vezes abreviada para

“psse q ", e geramente denotada por " p < q". A sua tabela de verdade é dada por
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p q pP<=q

ol O

A proposicdo “p«<q” é verdadeira quando “p” e “q " sdo ambas verdadeiras ou
ambas falsas e falsa quando “ p™ e * q " t&m valores légicos distintos. E facil verificar que
“peq” tem o mesmo significado légico que a proposicdo “(p=q)A(q= p)". Para

confirmar basta escrever a tabela de verdade para esta proposicdo e verificar que é

idéntica.

P | a | p=qg|a=p | (p=9)r(a=p)

1 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1

Na prdtica usa-se frequentemente esta relacdo: para mostrar que uma proposicdo da

forma " p<q” € verdadeira decompde-se essa proposicdo nas duas partes “p=q” e

“g= p" e mostra-se separadamente que cada uma delas é verdadeira.

1.2.2.1 Tautologias e contradices

Chama-se tautologia a uma proposicdo que é sempre verdadeira quaisquer que sejam
os valores atribuidos as varidveis proposicionais que a compdem. Dito de outra forma,
chama-se tautologia a uma proposicdo cuja fabela de verdade possui apenas 1s na

Ultima coluna.
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Exemplo TC5

Exemplo de tautologia é a proposicdo p v(ﬁp), o principio do terceiro excluido,

Se p designar a proposicdo "5 € uma raiz primitiva de 17" entdo pv(ﬂp) é sempre

verdadeira independentemente do significado (ou sentido) atribuido & expressdo ‘raiz

primitiva de".

Chama-se contradicdo d negacdo de uma tautologia: trata-se de uma proposicdo

cuja tabela de verdade apenas possui 0s na Ultima coluna.

Nota

Ndo deve confundir-se contradicGo com proposicdo falsa, assim como ndo deve
confundir-se tautologia com proposicdo verdadeira. O facto de uma tautologia ser
sempre verdadeira e uma contradicdo ser sempre falsa deve-se & sua forma légica
(sinfaxe) e ndo ao significado que se Ihes pode atribuir (semdéntica).

A tabela de verdade

p | a | pva | p=(pva) | P=A | 79 | pa(=a) | (p=a)a[pa(-a)]
T 1 1 1 0 0 0
1T o 1 1 0 1 1 0
0 | 1 1 1 1 0 0 0
0| 0 0 1 1 1 0 0

20



Mostra que p=(pvq) é um tautologia, enquanto que (p:q)A[pA(—‘q)} ¢ uma

contfradicdo.

1 pv—p
2 ﬁ[p/\(ﬁp)]
3 p=p

b) pe(pap)
S ——p<p
6. a) (pva)e(avp)
(
(
7. a) (pv(avr))e((pva)
o) (pa(anr))e((pra)
8. o (pa(avr))=((paa)
o) (pv(aar))=((pva)
9. a) (pv0)ep
b) (pa0)e=0
c) (pvl)e
d) (pal)ep
10. a) —(prg)<(—pv—a)
b) —(pva)e(-pr—a)
1. a) (pea)e]
b) (pea)e|
c) (pea)e(-pe—a)
12. a) (p=q)<(-pva)

(p=a)r(a=p)]

(pAra)v(-pa—a)]

idempoténcia
idempoténcia
dupla negacdo
comutatividade
comutatividade
comutatividade
associatividade
associatividade
distributividade
distributividade
identidade
identidade
identidade
identidade

leis de Morgan
leis de Morgan
equivaléncia
equivaléncia
equivaléncia
implicacdo

implicacdo
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13. (p=0q)<(-q=-p) contrareciproca
14, (p=0q)=[(pr—0q)=0] reduc@o ao absurdo
15. a) [(p=1)a(a=1)]=[(pva)=r]
o) [(p=a)r(p=1)]e[p=(anr)]
16 [(pra)=r]ep=(a=r)]
17. p=(pvQq) adicdo
18. (prg)=p simplificacdo
19. [pA(p=0)]=q modus ponens
20. [(p=0a)r—q]=-p modus tollens
21. [(p=a)A(a=r)]=(p=T) silogismo hipotético
22. [(pva)a-p]=q silogismo disjuntivo
23. =0)=—p absurdo

(p
24, [(p=0a)A(r=s)]=[(pvr)=(qvs)]
(p=a)=[(pvr)=(qvr)]

25.

Na tabela acima apresentam-se alguns exemplos importantes de tautologias onde
p,q,r,s designam varidveis proposicionais (isto &, afirmacdes que ou sdo verdadeiras ou
falsas, mas ndo ambas as coisas) e 1 e 0 designam as proposicdes tautologia e

contraditéria, respectivamente.

Definicdo

Duas proposicdoes a € b dizem-se logicamente equivalentes se fiverem 0s mesmos
valores logicos em todas as circunst@ncias, ou seja, se a proposicdo a«<b for uma
tautologia.

Dir-se-A que a proposicdo a implica logicamente a proposicdo b se a veracidade da
primeira arrastar necessariamente a veracidade da segunda, ou seja, se a proposicdo

a=b for uma tautologia.
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1.2.3 Teoremas e demonstracdes

Sejaom p,q,r 1rés proposicdées das quais se sabe seguramente que p e q sdo

proposicdes verdadeiras. Se for possivel provar a implicacdo
(prg)=r

€ verdadeira (isto &€, que a veracidade de p e de qresulta sempre a veracidade de r),

entdo pode argumentar-se que r é necessariomente verdadeira. Se, numa contenda,

as proposicoes p € q forem aceites como verdadeiras por ambas as partes assim como

a implicacdo anterior, entdo a veracidade de r resulta logicamente de pressupostos. A
uma tal proposicdo (composta) dd-se o nome de argumento e constitui o método

usado numa discussdo para convencer uma parte das razdes que assistem & outra.

Chama-se argumento a uma sequéncia finita de proposicdes organizadas na forma

seguinte

(P AP A.APy)=(

Onde p;, py,..., P, SQ0 designadas as premissas (ou hipoteses) e g a conclusdo (ou

tese). Ao fazer a leitura desta implicacdo é costume inserir uma das logcdes “portanto”,

“por conseguinte”, “logo”, etc., lendo-se, por exemplo, * py, py,..., p, portanto q". Para

sugerir esta leitura usa-se, frequentemente, a seguinte notagdo

P

OU Py,..., Pn /0

o

Interessa distinguir entre argumentos correctos ou vdlidos e argumentos incorrectos ou

invdlidos.
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Definicao
Um argumento py,..., p,/q diz-se correcto ou valido se a conclusGo for verdadeira
sempre que as premissas py, Po,..., P, forem simultaneamente verdadeiras e diz-se

incorrecto ou invalido no caso contrdrio, isto é, se alguma situacdo permitir que as

premissas sejam tfodas verdadeiras e a conclusdo falsa.

Construcado de demonstracdes elementares
A demonstracdo de teoremas é feita de muitas formas dependendo em geral do
préprio contetdo do teorema. Os proprios teoremas sdio formulados de muitas maneiras

distintas. Uma das mais frequentes é a que envolve uma conclusdo do tipo

P=4q

Para demonstrar a veracidade desta implicacdo comecga-se por supor que p € uma
proposicdo verdadeira para depois se concluir que entdo q também é verdadeira.
[Note-se que se p for falsa a implicacdo é sempre verdadeira quer g seja verdadeira

quer seja falsa.] Observe-se também que desta forma se prova a validade da

implicacdo p=q e ndo a veracidade de q. Para provara a veracidade de q seria
necessdrio para além de provar a veracidade da implicacdo p = qqgue se afirmasse a
veracidade de p:supor que p é verdadeira ndo € a mesma coisa que afirmar que p é

verdadeira.

Exemplo TC6

Suponha-se que a e b sdo nUmeros reais. Provar que se O0<a<b entdo a? <b?.

Os dados do problema sdo as afrmacdes acR e beR e o objectivo é o de obter uma
conclusdo da forma p=gq onde p é a afimacdo O<a<b e q é a afiimacdo a? <b?.
Supor que p é uma proposicdo verdadeira é equivalente a juntar p aos dados do

problema. Assim, equivalentemente, pode ter-se
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hipoteses tese

aeRbeR a? <b?
O<a<b

A técnica de demonstracdo, neste caso, obtém-se por comparacdo das duas
desigualdades a<b e a? <b?. Multiplicando a primeira desigualdade por a(que é um

numero real positivol) vem

a% <ab

e multiplicando-a agora por b (que também é um numero real positivo) vem

ab < b?

Desta forma, obtém-se que a’ <ab<b? e, portanto, por transitividade, a? <b?> como se

pretendia mostra.

Mais formalmente, poder-se-ia apresentar este exemplo da seguinte forma:

Teorema

Suponha-se que a e b s@o dois nUmeros reais. Se O<a<b entdo a? <b?.

Demonstracao

Suponha-se que O<a<b. Multiplicando a desigualdade a<b pelo nUmero positivo a
conclui-se que a’ <ab e, de modo semelhante, multiplicando-a por b obtém-se ab < b?
e, portanto, a? <b? como se pretendia mostrar. Consequentemente, se 0<a<b entdo

a? <b?. 0

Para provar uma implicacdo da forma p= q, muitas vezes, € mais fdacil supor —q e
provar entdo que se verifica —p obfendo-se assim —q=—p, O que, como se sabe,

equivale logicamente a p=g.
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Exemplo TC7

Suponha-se que a,be ¢ sdo frés niUmeros reais e que a>b. Mostrar que se ac <bc entdo

c<0.

A demonstracdo neste caso tem o seguinte esquema:

hipdteses tese
aeR,beR,ceR ac<bc=c<0
a>b

A contra-reciproca da tese é a implicacdo

—(c<0)=—(ac<hc)

Ou seja,

c>0=ac>bc

e, portanto, pode realizar-se a demonstracdo de acordo com o seguinte esquema

hipoteses tese
aeRbeR,ceR ac > hc
a>b
c>0

A tese resulta agora imediatamente de se multiplicar a desigualdade a>b por ¢ >0.

Mais formalmente,

Teorema

Sejam a,b,c trés nUmeros reais tais que a>b.Se ac<bc entdo ¢<0.
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Demonstracao
A prova serd feita pela contra-reciproca. Suponha-se que c¢>0. Entdo, multiplicando
ambos os membros da desigualdade a>b por ¢ obferse-& ac>bc.

Consequentemente, ac <bc = ¢ <0 como se pretendia mostrar. 0

As regras que permitem passar de hipdteses feitas e resultados j& demonstrados a novas
proposicoes sdo conhecidas por regras de inferéncia. A mais usada, conhecida por

modus ponens, € a seguinte:

pP=4q

Se a proposicdo p e a implicacdo p=q forem verdadeiras, entdo q ¢é

necessariamente verdadeira.

A proposicdo q € logicamente implicada por p e p= g 0 que se escreve

p.p=0a£q

De um modo geral. p,py,...,Po£EQ € uma regra de inferéncia se e sO se

Pi A Po A...A P, = g for uma tautologia.

Ouftras regras de inferéncia,

p,p=q£q mModus ponens
pP=0q=>rEp=r
p=0q,-q£—-p modus tollens
pEpvq
PAQEDP
p.a£pnaq

27



1.2.4 Loégica com quantificadores
1.2.4.1 Variaveis e conjuntos

No desenvolvimento de qualquer teoria matemdtica aparecem muitas vezes
afirmacdes sobre objectos genéricos da teoria que sdo representados por letras
designadas por variaveis.

Se representarmos por x um nUmero inteiro positivo genérico, pode ser necessdrio
analisar (sob o ponto de vista l6gico) afimagdes do tipo “x é um nimero primo”. Esta
afirmacdo ndo é uma proposicdo, o seu valor légico tanto pode ser o de verdade

como o de falsidade. Uma afiimagcdo deste tipo denota-se por “ p(x)” para mostrar
que “p" depende da varidvel x obtendo-se, assim, uma formula com uma variavel

livre. A afirmacdes (com varidveis livres) associam-se os chamados conjuntos de

verdade que s&o os conjuntos de valores para os quais p(x) é verdadeira. Escreve-se

A:{x:p(x)}

e 1é-se A é o conjunfo cujos elementos satisfazem p(x) ou para os quais p(x) é

verdadeira.

Conjuntos de verdade e conectivas légicas

Suponha-se que A é um conjunto de verdade de uma férmula p(x) e B é o conjunfo

de verdade de uma férmula q(x) . Entdo,
A:{x: p(x)}O {XEU ; p(x)}
B:{x:q(x)}0 {XEU :q(x)}
O conjunto de verdade da férmula p(x)Aq(x) é tal que

{XeU Zp(X)/\Q(X)}Z{XEU :xe AAxeB}=ANB

De modo semelhante,
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{XeU Zp(X)VQ(X)}Z{XEU :xe AvxeB}=AUB

1.2.4.2 Os quantificadores universal e existencial

Uma férmula p(x), contendo uma varidvel x, pode ser verdadeira para alguns valores

de x pertencentes ao universo do discurso e falsa para outros. Por vezes, pretende-se

dizer que uma dada férmula p(x) se verifica para todos os elementos de x(do

universo). Escreve-se entdo
“paratodo o x, p(x) " ou “qualquer que seja x, p(x)"
e representa-se simbolicamente por
vx p(x)

O simbolo v é designado por quantificador universal. A férmula anterior € equivalente

a

vx[xeU = p(x)]

A quantificacdo pode ser feita apenas sobre uma parte de U. Assim, se D designar um
subconjunto préprio de U e p(x) for uma férmula com uma varidvel cujo dominio € D,

entdo

vxeD p(x) ou VX|:X€ D= p(x)}
afirma que p(x) se verifica para fodoo xeD.

Se, por exemplo, D={aa,,...,a,} a férmula antferior & (logicamente) equivalente &

conjungdo p(a)ap(az)a...ap(a,)-

Exemplo TC8

Suponha que p(x) é a férmula x*+1>0. Entdo, Vx[xeR= p(x)] é uma proposicdo

verdadeira, enquanto que VX[X eC=> p(x)] € uma proposicdo falsa.
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Escreve-se
X p(x)
Para significar que existe (no universo do discurso) pelo menos um elemento x para o

qual p(x) se verifica, o que pode ler-se da seguinte forma
“existe pelo menos um x tal que p(x)".

De outra forma, 3x [x eU A p(x)] onde, U designa o universo do discurso. O simbolo 3 &

chamado o quantificador existencial.

Se D for um subconjunto de U e p(x) for uma férmula com uma varidvel cujo dominio

é D, entdo 3x p(x) ou 3x[xe DA p(x)] é uma férmula com o quantificador existencial.

Se, por exemplo, D={a,a,,...,a,} a férmula anterior é (logicamente) equivalente &

disjuncdo p(a;)v p(ay)v...vp(a,).

O valor logico (de verdade ou falsidade) de uma proposicdo quantificada depende do

dominio considerado. As duas proposicoes

VX[X€@3X2—2=O:|
HX[XEQ/\XQ—Q:O:I

Sdo falsas enquanto que as duas seguintes
VX[XER:>X2—2=O:|

HX[XER/\X2—2=O:|

a primeira € falsa, mas a segunda € verdadeira.

Interessa também considerar quando o dominio da varidvel da féormula p(x) € o

conjunto vazio. Que valor logico terdo as expressdes da forma
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vx[xe@=p(x)] e 3Ix[xeDrp(x)]

Visto que xe@ é sempre falso, entdo a primeira expressdo € uma proposicdo sempre
verdadeira. Quanto & segunda proposicdo ela tem a forma de uma conjuncdo de

proposicdes, das quais uma é sempre falsa, logo a proposicdo é sempre falsa.

Por vezes emprega-se o quantificador existencial numa situacdo simultGnea de

unicidade, ou seja, quer-se afirmar ndo sé que 3x p(x) mas ainda que a férmula p(x)

se fransforma numa proposicdo verdadeira sé para um elemento do dominio de

quantificacdo. Neste caso emprega-se a abreviatura
31X p(x)

Que significa “existe um e s6 um x tal que p(x)".

Quantificacao mdltipla
Uma formula matemdtica pode ter mais do que uma varidvel. Considere-se, por

exemplo, a afirmacdo

“para todo o numero real x existe um nimero real y talque x+y=5"

simbolicamente, Vvx3y [x+ y= 5], que constitui uma proposicdo verdadeira (sendo
y=5-x paracada xeR).

Se se frocarem os quantificadores obter-se-&

Ay VX [x+y=5]

que significa

“existe um nuimero real y tal que para todo o nimeroreal x setem x+y=5".
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Esta proposicdo é falsa, pois ndo existe nenhum numero real y, sempre 0 mesmo, para

o qual todo o nUmero real x satisfaz a equacdo dada.

Estes exemplos ilustram a ndo comutatividade de dois quantificadores universal, Vv, e
existencial, 3.

Dois quantificadores da mesma espécie sdo sempre comutativos enquanto que dois
quantificadores de espécie diferente sGo geralmente ndo comutativos, isto €, a sua

permuta conduz a proposicoes de conteldo distinto.

Negacéo de proposi¢cdes quantificadas
Dadas as proposicées com quantificadores vx[xeU = p(x)] e 3x[xeU A p(x)] pode

ser necessdrio analisar (logicamente) as proposicdes que sdo a negacdo destas, ou
seja,
—vx[xeU = p(x)] equivale a 3x[xeU A—p(x)]
e

—3x[xeU A p(x)] equivale a vx[xeU = —p(x)]
De um modo genérico, tém-se as equivaléncias,
—(vx p(x)) = I [-p(x)]

ﬂ(EIx p(x)) & VX [—|p (x)}

Conhecidas por segundas leis de Morgan.

Exercicios — Logica

1. Diga, justificando, se as seguintes frases sdo ou NnAo proposicoes (sentencas):

a) Se aterra for plana entdo 2+2=4.

b) Ndo é verdade que 3 seja nUmero par ou que 7 seja primo.
c) Paraalgum neN,2" =n?.
d) Paratodos os nUmeros reais x,ye R, Xx+y=y+X.

e) Ele é muito inteligente.
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2.

f)  Ou sais tu ou saio eu.

g) x-y=y-x
Suponha-se que p,q,r representam as seguintes sentencas:

“7 € um nUmero inteiro par”

H3+'|=4H

p
q
r= "24 é divisivel por 8"

a) Escreva em linguagem simbdlica:
i. 3+124 e 24 é divisivel por 8

i. Ndo é verdade que 7 seja impar ou 3+1=4

ii. Se 3+1=4entdo 24 ndo é divisivel por 8

Construa as tabelas de verdade das proposicdes compostas obtidas.

b) Traduza por frases cada uma das sentencas:
i pv(=a)
i. =(pAq)
iii. (=r)v(—q)

3. Construa as tabelas de verdade das seguintes férmulas ldgicas (proposicoes

compostas<? e diga, justificando, quais delas correspondem a tautologias:

a) [(p=a)rp]=q
b) pe(a=r)

c) [pa(-p)]=q

4. O operador légico conhecido por “ou exclusivo” pode ser representado por v, tal

que pvg é uma proposicdo verdadeira quando e s6 quando p e g tiverem

valores lbgicos contrdrios.

a) Mostre que pvq € equivalente a —~(p<q).
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b) Construa as tabelas de verdade para pv p,( p\'/q)\'/ re (p\'/ p)\'/ p.
Mostre que cada uma das proposicoes que se seguem

a) (-p)vq
b) (-a)=(-p)

c) [ pa(-a)]
€ equivalente & implicacdo p=q.

Escreva as proposicdes reciprocas, inversas (contrdrias) e as contra-reciprocas para

cada uma das seguintes proposicoes:

a) (pag)=r
b) p=(q=p)
c) (peag)=(p=q)

Traduza a afirmacdo “Sempre que chove existem nuvens no céu” através de uma
implicacdo légica p=q e, e seguida, escreva as afirmagcdes correspondentes &
reciproca, a contrdria e a contra-reciproca dessa implicacdo, indicando o valor

I6gico de cada uma das afirmacodes.

Escreva cada uma das frases seguintes na forma de implicacdo p=gq:

a) Se tocares nesse bola apanhas.
b) Toca nesse bolo e arrepender-te-&s.
c) Sai ou chamo a policia.

d) Vou-me embora se ndo pararem de falar.

Determine o antecedente e o consequente de cada uma das seguintes

proposicoes:

a) Plantas sauddveis crescem com dgua suficiente.
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b) Um aumento significativo no poder dos computadores € uma condicdo

necessdria para futuros avancos tecnoldgicos.
c) Erros serdo intfroduzidos se efectuarmos uma modificacdo nesse programa.

d) Para poupar combustivel é necessdrio instalar um bom isolamento térmico assim

como janelas duplas.

10. Usando tautologias apropriadas simplifique as proposicoes:

a) pv[aa(-p)]
o) =[(=p)~(-a)]

c) (prg)v[pa(-a)]

11. Por vezes usa-se o simbolo 4 para denotar a proposico composta por duas
proposicoes peq que ¢é verdadeira quando e sé quando peq sdo

(simultaneamente) falsas e é falsa em todos os outros casos. A proposicdo p q 1é-

se “nem p nem q”.

a) Faca atabela de verdade de piq.
b) Expresse p{q em termos das conectivas a,v e —.
c) Determine as proposicdes apenas constituidas pela conectiva 4 que sejam

equivalentes a —p,pArqepvq.
12. Expresse a proposicdo p <> q usando apenas os simbolos A,v e —.
13. Mostre que —[ p=(qvr)] implica logicamente —(p=g).
14. Supondo que p,q,r representam as seguintes sentencas:

= "ir ao Porto”

"apanhar o comboio™

p
q
r= “chover”
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a) Traduza através de uma proposicdo ldégica a seguinte afirmacdo “Ndo vou ao
Porto se ndo apanhar o comboio ou se chover”.

b) Admitindo que r assume o valor légico falso diga, justificando, qual o valor légico
da proposic@o (pag)=[(-aqvr)=—p].

c) Obtenha uma proposicdo logicamente equivalente a proposicdo da alinea

anterior, mas que contenha a penas os operadores de negacdo e disjuncdo.

15. Supondo que p,q,r representam as seguintes sentencas

p= “Tenho gripe”
g= “Falto ao exame de Mat I

r = “Fico aprovado a Mat I”

a) Escreva em linguagem comum cada uma das seguintes proposicoes:

. ger
i. (pAg)v(—gnar)

i. (p=-r)v(q=-r)

b) Verifique, formalmente, que a proposicdo (p:ﬁr)v(q:ﬁr) € equivalente a

(prg)=—r.

16. Encontre, justificando, proposicoes onde figurem apenas os operadores de

conjuncdo e negacdo que sejam equivalentes a

a) (pv—q)

b) (pva)a—p
17. Considere a proposicdo composta —(pv—q)v(=pAq).
a) Encontre uma proposicdo equivalente que use a implicacdo légica.

b) Diga se a proposicdo corresponde a uma confradicdo ou a uma tautologia , ou

nem a uma coisa nem outra.

36



20.

21.

22.

23.

. Suponha-se que x € um nUmero real tal que x = 0. Mostrar que se

. Sejam A/B,C,D quatro conjuntos e suponha-se que A\BcCnD e seja xeA.

Mostrar que se x¢ D entdo xeB.

Ix+5 1

> =— entdo
X“+6 X

X#8.

Sejam a,b,c,d nUmeros reais tais que O0<a<b e d>0. Provar que se ac>hd entdo

c>d.

Analise a validade dos seguintes argumentos:

a) Bom tempo é necessdrio para se conseguir um bom jardim. Como o jardim estd
muito bonito o tfempo tem estado bom.
b) Se hoje o tempo estiver bom amanhd faremos um piquenique. Mas hoje o tempo

ndo estd bom, logo, amanhd ndo faremos um pigquenique.

Sendo p,q,r,s quatro proposicoes dadas, estabelecer a validade ou invalidade dos

seguintes argumentos:

a) (-p)va,p£q

b) p=q,r=(-q)Ep=(-r)

c) (=p)va,(-r)=(-a)£p=(-r)

d) av(-p),—q£p

e) -pEp=q

fl pvaa=(=r)(=r)=(-p)E-(pra)
gl p=(-p)E-p

h) p=a,(=r)=(-q).,r=(-p)£-p

Supondo que t,c,d e f representam as seguintes sentencas:

t= "“ver televisdo”
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c

“ir ao cinema”
d = “ter dinheiro”

f = “ir de férias”

Considere o seguinte argumento:
al. Ele vé televisdo ou vai ao cinema;
a2. Se ndo tem dinheiro entdo ndo vai ao cinema;

a3. Uma condicdo suficiente para ir de férias é ter dinheiro;

a4. Ele ndo vé televisdo;

ab. Logo, ele vai de férias!

a) Traduza através de proposicoes ldgicas as afirmacdes anteriores.
b) Mostre se o argumento € valido.

24. Sendo P e Q os conjuntos de verdade de, respectivamente, p(x) e q(x), determine

os conjuntos de verdade das formulas —p(x),—q(x), p(x)(-a(x)). e interprete em

termos de conjuntos de verdade as férmulas p(x)= q(x) e p(x) < q(x).

25. Escreva as frases que se seguem usando notacdo ldégica na qual x designa um

gato e p(x) significa “x gosta de creme”.

a) Todos os gatos gostam de creme.
b) Nenhum gato gosta de creme.
c) Um gato gosta de creme.

d) Alguns gatos ndo gostam de creme.

26. Sendo A,B,C

quantificadores, a proposicdo “se Ac B entdo A e C\B sdo disjuntos”.

27. Escreva a proposicdo negacdo da proposicdo apresentada.

a) Algumas pessoas gostam de matemdatica.

b) Todas as pessoas gostam de gelado.

frés conjuntos quaisquer, analise em termos |égicos,

usando
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c) Algumas pessoas sdo altas e magras

28. Considere a proposicdo
Q! Vyen,Vyen, [(t(x)/\v(y,x)):ﬁp(x, y)]
tal que, t(x)="x>1, v(y,x)='y=x+1, p(x,y)='xdividey’ e o dominio de

quantificacdo & o conjunto dos naturais N;.

a) AverigUe, justificando, o valor I6gico da interpretacdo seguinte

[(t(Av(21)=-p(12)].

b) Diga, justificando, qual o valor légico de Q.

29. Traduza em linguagem simbdlica as proposicdées que se seguem, indicando as

escolhas que sdo apropriadas para os dominios correspondentes.

a) x?-4=0 tem uma raiz positiva.
b) Toda a solucdio da equacdo x> —4=0 é positiva.
c) Nenhuma solucdio da equacdo x?—4=0 é positiva.

d) Todos os estudantes que entendem légica gostam dela.

30. Considere j(x) et(x) os predicados " x ouve o jogo de futebol” e *x vai & aula de

Mat 1", respectivamente.

a) Usando légica de predicados, exprima de forma conveniente as seguintes
afirmacoes:
i. Nem todas vdo a aula de Mat |.
i. Nem todos os que ouvem o jogo faltam & aula.

ii. Todos os que faltam & aula ouvem o jogo.

b) Sendo J eT os conjuntos de verdade de j(x) e t(x), respectivamente, formule

em termos de conjuntos as trés afirmacdes anteriores.
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31. Sendo N, o dominio da quantificacdo, indique quais das proposicoes que se

seguem s@o verdadeiras e quais sao falsas.

a) v,3,(2x-y=0)
b) 3,V,(2x-y=0)
c) vx[x<10:>vy[y<x:>y<9]]
d) 3,3,(y+z=100)

e) V,3,[y>xa(y+x=100)]

32. Negue a proposicdo “toda a gente tem um parente de quem ndo gosta” usando a

simbologia logica.

1.3 Relacbes e Aplicactes
1.3.1 Produto cartesiano de conjuntos

Os conjuntos {a,b}, {b,a} e {ab,a} sdo iguais porque tém os mesmos elementos; a
ordem pela qual se escrevem os elementos é irrelevante, assim como ndo tem qualquer
significado que um elemento apareca escrito uma sé vez ou vdrias vezes. Em
determinadas situacdes, é necessdrio distinguir conjuntos com os mesmos elementos
colocados por ordens diferentes ou conjuntos nos quais um mesmo elemento aparece

mMais que uma vez.

Definicdo
Sejom A e B dois conjuntos n&o vazios. Chama-se produto cartesiano de A por B, e

representa-se por AxB, ao conjunto de todos os pares ordenados (a,b) taisque ac A e

beB, ou seja,

AxB:{(a,b):aeA/\beB}.
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No caso particular em que se tem A=B obtém-se o conjunto
A* ={(a,a’):a,a'e Al

Designado por quadrado cartesiano de A.

O conceito de produto cartesiano pode ser estendido a mais de dois conjuntos. Assim, o

produto cartesiono de n conjuntos A, A,,..., A,, denotado por A x A, x...x A, é definido

por
A x Ay xx A, z{(X],XQ,...,Xn):X] €A AXy e Ay AL AKX, eA,]}

Se, em particular, se tiver A=A, =...= A, = A obtém-se
Ay Ay X x A =A" :{(XI,...,Xn):Xi € A para Todoi=],2,...,n}

gue é a poténcia cartesiana de ordem n do conjunto A.

Definicdo
Chama-se relacdo bindria de A para B a todo o subconjunto ndo vazio £ do produto

cartesiano AxB. Se, em particular, for A=B entdo £ diz-se uma relacdo bindria

definidoem A.

Exemplo TC9

Sejaom dados os conjuntos A={1,2,3} e B={r,s}.Entdo

R={(1r).(25).(3.r)f

é umarelacéo de A para B.
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Exemplo TC10

Sejom A e B conjuntos de nUmeros reais. A relacdo £ (de igualdade) define-se da

seguinte forma

aRb seesése a=b

paratodoo ae A etodoo beB.

Exemplo TC11

Seja dado o conjunto A= {1,2,3,4, 5} =B . Definindo arelagcdo £ (menor que) em A:

aRb seesése a<b

entdo R={(12),(1,3),(14),(15).(2.3).(2.4).(2.5).(3,4).(3.5).(4.5)} .

Dada uma relacdo £ do conjunto A para o conjunto B chama-se dominio e

contradominio de «, respectivamente, aos conjuntos assim definidos:

{XGA Jy yeB/\(x y eR]}

I( )={yeB:3x[XEA/\(x,y eR]}

1.3.2 ParticBes e relacdes de equivaléncia

Seja A um conjunto ndo vazio. Chama-se particdo de A a uma familia B, de

subconjuntos ndo vazios de A tais que:

1. cadaelemento de A pertence a um e um so conjunto de R, .
2. Se A e A, forem dois elementos distintos da particdo B, entdo

AnNA=0.
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Os elementos de P, sdo designados por blocos ou células da particdo

Exemplo TC12

Seja dado o seguinte conjunto A={a,b,c,d,e,f,g,h} e considerem-se 0s seguintes

subconjuntos de A:

A ={ab,cd}, A, ={ac.e f,gh}
A ={ace.a). A ={b.d}, A ={1.h)

Entdo {A, A} ndo é uma particdo de A visto que ANA, =@ ; {A,As} também ndo é

uma particdo visto que e¢ A e e¢ A,. A familia B, ={A;, A;, As} € uma particGo de A.

Definicdo
Seja A um conjunto ndo vazio e £ uma relacdo bindria definida em A. A relacdo
Rc A’ dirse-d uma relacdo de equivaléncia em A se satfisfazer as seguintes

propriedades:

a) Reflexividade: va[ae A= aRa]
b) Simetria: va,be A[aRb= bRa]

c) Transitividade: va,b,ce A[[aRbAbRc]= aRc]

Sendo A um conjunto e Rc A? uma relacd@o de equivaléncia chama-se classe de
equivaléncia que contém o elemento ae A ao conjunto , denotado geralmente por
[a] . definido por

[a]Z{XEAZ(X,a)ER}

onde o elemento ae A diz-se representante da classe.
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Teorema
Seja £ uma relacdo de equivaléncia definida num conjunto A. Entdo:
(1) Cada elemento de A pertence d sua classe de equivaléncia, isto é, ae[a],
qualquer que seja ac A;
(2) A reunido de todas as classes de equivaléncia é o conjunto A, isto é,
Uaen [a] = A:
(3) Dados dois elementos a,be A ter-se-G aRb quando e s6 quando a € b
pertencerem a mesma classe de equivaléncia, isto &,
va,b e A[aRb < [a]= [b]]

(4) As classes de equivaléncia de dois elementos a e b de A para as quais é falsa
a proposicdo aRb sdo disjuntas, isto &,

va,be Al -(aRb) = [a][b] =2 ]

Definicdo
Seja A um conjunto e £ uma relagcdo de equivaléncia em A. Chama-se conjunto
quociente de A por £, e denotfa-se por A/R, ao conjunto de fodas as classes de
equivaléncia determinadas em A por 4,

A/R:{[a]:aeA}
Teorema

Seja || uma particdo de um conjunto ndo vazio de A e £ arelagdo definida em A por

aRb < a e b pertencem ao mesmo bloco de P . Ent@o £ € uma relacdo de equivaléncia.

Exemplo TC12
Seja dado o conjunto A={1,2,34} e considere-se a particdo P={{1,2,3},{4}}.

Determinar a relacdo de equivaléncia determinada em A pela particdo ||.

Visto que os blocos de || sdo {1,2,3} e {4}, entdo

R={(11).(12),(13).(21),(2.2).(2.3).(3.1).(3.2).(3.3).(4.4)f

44



E arelacdo de equivaléncia induzida em A pela particdo |.

1.3.3 Relacdes de ordem

Seja A um conjunto ndo vazio e R c A2 uma relacdo bindria qualquer definida em A.

Para indicar que o par ordenado (a,b)e A? pertence & relacdo «£ escreve-se também

frequentemente aRb, ou sejq,

aRb < (a,b)eR

quaisquer que sejam a,be A.

Exemplo TC13

Se A={0,12,3,4,5} cN e « for arelacdo < usualem N, entdo

<={(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(11),(1.2).(1.3).(14).(1.5)
(2.2),(2.3).(2.4).(2.5).(3.3).(3.4).(3.5).(4.4).(4.5).(5.5)

e escreve-se a<b < (a,b)e< quaisquer que sejom a,be A.

Definicdo
Chama-se relacdo de ordem definida no conjunto A a uma relacdo bindria R c A?
com as seguintes propriedades:

(1) Reflexividade: vajae A= aRa]

(2) Anfi-simetria: Va,b e A[[aRb AbRa]=a= bJ

(3) Transitividade: va,b,c e A[[aRbAbRc]= aRc]
Se adicionalmente, £ satisfizer a proposicdo

(4) Dicotomia: Va,b[a,be A= [avabRaH
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dir-se-&d uma relacdo de ordem total. Se £ ndo for uma relacdo de ordem total também

se designa, por vezes, relagdo de ordem parcial.

Exemplo TC14

1. Seja £ a familia de conjuntos. A relagcdo em £ definida por * A € um subconjunto

de B" é uma ordem parcial.
2. Seja A um subconjunto qualquer de niUmeros reais. A relacdo < em A é uma
relacdo de ordem total — é a chamada ordem natural.

3. Arelacdo £ definida em N por “ xRy se e 56 se x € muUltiplo de y " € uma relacdo

de ordem parcialem N.

Definicdo
Seja £ uma relacdo de ordem definidaem A; arelacdo R*c A? definida por
va,be AlaR*b < [aRbra#b]]

diz-se uma relacao de ordem estrita definida em A.

Definicdo
Chama-se conjunto ordenado a um par ordenado (A, R) onde A é um conjunto ndo

vazio e £ uma relagdo de ordem (parcial ou total) em A.

Se, para a,be A se tiver aRb dir-se-d que b domina a ou que a precede b.

Seja £ uma relacdo de ordem num conjunto A. Entdo a relacdo inversa £-1, definida

por
aR'b < bRa

quaisquer que sejam os elementos a,be A, € também uma relacdo de ordem.

Elementos extremais de um conjunto ordenado
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Sendo (A <) um conjunto (total ou parcialmente) ordenado dd-se o nome de mdéximo

de A ao elemento de ae A, se existir, tal que

Vx[xe A= x<a]

ou seja, a € o méximo de A se dominar todos os outros elementos de A.
Note-se que se a ordem < ndo for total pode acontecer que ndo exista um elemento
ae A compardvel com todos os elementos xe A nos termos acima indicados: neste

caso A ndo possuird méximo.

Um elemento ae A diz-se maximal de (A <) se se verificar a condicdo

Vxe Ala<x= x=a]

ou equivalentemente,

—IxeAla<xax=al.

Isto €, ae A € um elemento maximal de (A,s) se ndo existir nenhum outro elemento em

A gue o domine estritamente.
Chama-se minimo de A ao elemento be A, se existir, que satisfaz a condicdo

vx[xe A= b<x]

ou seja, b é o minimo de A se preceder todos s outros elementos de A. Tal como no

caso anterior um conjunto ordenado pode ndo possuir minimo.

Um elemento b e A diz-se minimal se verificar a condi¢cdo

vxe A[x<b= x=b]

ou equivalentemente,
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—3Ixe A[x<b=x=b].

Isto é, be A € um elemento minimal de (A, s) se ndo existir nenhum outro elemento de

A gue o preceda estritamente.

Exemplo TC15

O conjunto A={XeR:O<x<1} Ndo possui MAximo nem minimo nem possui elementos

maximais nem minimais.

Teorema
Seja A um conjunto ordenado pela relacdo de ordem (parcial ou total) <. Se ae A é
madximo entdo a é um elemento maximal e é o Unico elemento maximal de A.Se be A

€ minimo entdo b € um elemento minimal e € Unico elemento minimal de A.

Definicdo
Seja (A <) um conjunto ordenado. Chama-se cadeia de A a um conjunto de A que é

totalmente ordenado por <.

Definicdo

Seja A um conjunto totalmente ordenado pela relacdo <. Dir-se-& que < € uma boa
ordem ou que A é bem ordenado por < se todo o subconjunto ndo vazio de A possuir
minimo.

1.3.4 FuncOes

Definicdo
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Seja f « AxB umarelacdo de A para B.Se, paratodo o xe A existrume umsd yeB
tal que (x,y)e f dirse-&d que f & uma aplicagcdo (ou funcdo) de A em B: para

significar que f € uma aplicacdo de A em B costuma escrever-se
f:A>B

e, neste caso, escreve-se y = f (x) dizendo que yeB é aimagem por f de xeA.

Dada um aplicacdo f:A— B, ao conjunto A também se dd o nome de dominio de f

e representa-se por D(f)=D; (ou, mais simplesmente, por D).

O conjunto I(f)="f(A)= {y eB: [Hx[x ceAny=f (x)ﬂ} designa-se por contradominio da
aplicacdo f.Se f (A): B dir-se-& que f é uma aplicacéo sobrejectiva (ou aplicacdo
sobre B) ; a aplicacdo f:A—B dizse injectiva (ou Univoca) se cada elemento de

f (A) forimagem de um sé elemento de A, isto é, f & injectiva se e 56 se
VX,X'|:X,X'€ A:>[x¢ x'= f(x)=f (x)ﬂ

o que significa que elementos distinfos de A tém necessariamente imagens por f
diferentes em f(A)cB. Se a aplicacdo f:A—B for simultaneamente injectiva e

sobrejectiva diz-se que f € uma aplicacéo bijectiva.

Duas aplicacdes f,g sdo iguais, escrevendo-se f =g, se e sé se forem satisfeitas as

duas condicoes seguintes
(] ) Df = Dg = D ;

(2) VX[XeD:> f(x)=g(x)].
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Sejam A,B,C trés conjuntos ndo vaziose f:A—B e ¢g:B—C duas aplicacdes de A
em B e B em C, respectivamente. Chama-se aplicacdo composta de g com f a

aplicacdo

gof tA—>C
definida por gof (x)=g( f (x))eC.

Teorema

A composicdo de aplicacdes é associativa.

Definicdo
Dado um conjunto A chama-se aplicacdo identidade em A & aplicacdo id, :A— A
definida por

ida (X)=x

qualquer que seja xe A.

Teorema

Sendo f:A— B uma aplicagdo arbitraria entdo idgof = f e foidy = f .

Seja a aplicacdo f:A—-B e E uma parte de A. Chama-se imagem de E por f e

representa-se por f (E) ao conjunto

f (E):{ye BZ|:E|X|:XE EAny=f (x)ﬂ}
podendo também escrever-se

f(E)Z{f(X)EBZXEE}.
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Se F for uma parte de B, chama-se imagem reciproca ou inversa de F e representa-

se por

! (F):{Xe A:[Ely[ye Fay=f (x)ﬂ}
podendo também escrever-se equivalentemente

f"(F)z{XGA:f(x)e F}.

Teorema

Se f:A— B for uma aplicacdo bijectiva a correspondéncia reciproca, que a cada
yeB associa f7'(y), o Unico elemento do conjunto f7'({y}), é uma aplicacdo

bijectiva e fof ' =idg, f'of =id,.

A aplicacdo f7':B— A é chamada aplicacdo inversa ou reciprocade f:A—>B.

Exercicios — Relacdes e Funcdes

1. Seja A:{1,2,3}. Para cada uma das relagcdes « indicadas a seguir, determine os
elementos de £, o dominio e o contradominio de « e, finalmente, as propriedades

(de reflexividade, simeftria, anfi-simetria , transitividade e dicotomia) que possui «:

a) £ éarelacGo<em A.
b) £ éarelagcdo > em A.

c) £éarelagdo « em P(A).

2. Considere o conjunto S ={a,b,c,d,e}.
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a) Para a relacdo de equivaléncia R:{(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(a,c),(c,a)}gsz,
determine o conjunto [a].

b) Indique os pares ordenados da relacdo de equivaléncia induzida em S pela

particdo {{a,b,c},{d,e}

3. Seja £ umarelacdo num conjunto ndo vazio A.Sendo xe A define-se a classe £ de
x, denotada por [x|, ., por [x], ={y e A:yRx}.
Sendo A={123,4} e R={(12),(13).(21),(11).(2.3).(4,2)} determinar [1].. [2].. [3];

e [4]-

4. Mostre que arelacdo ~ em Z definida por x~y sse x—y =2k para algumk em7Z é

uma relacdo de equivaléncia e determine [3]

5. Seja £ uma relacdo de AparaB e Suma relacdo de B para C. Entdo a relagcdo
composta SoR é a relacdo constituida por todos os pares ordenados (a,c) tais que
(ab)eRe (bc)eS.

Sendo A={p.q,r,s},B={ab},C={1234}, R={(p.a),(p.b).(q.b).(r.a).(s,a)} e

S={(a1),(a2).(b,4)} determine SoR.

6. Seja £ a relagdo no conjunto A={1,2,3,4,56,7} definida por (a,b)eR<(a-h) é

divisivel por 4. determinar £ e R™".
7. Seja £ arelagdo definida em N, ={2,3,4,5,...} por (a,b)eR<a édivisorde b.

a) Estude £ quanto a reflexividade, simetria, anti-simetria e transitividade.
b) Determinar todos os elementos minimais € maximais do conjunto N, ordenado

pela relacdo 4.
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8. Diga quais das relacdes que se seguem sdo equivaléncias e, nesses casos, indique o

correspondente conjunto quociente.

Al {(11).(22).(3.3),(4.4).(13).(3.)
o) {(12).(2.2).(3.3).(4.4)]
¢) {(1).(22).02).(2.),(3.3),(4.4)

9. Seja A={1,2,3,4,5/x{1,2,3,4,5}, e seja £ definidaem A por

(X V1) R(Xg, Y2 ) & X+ Y1 =X + Yo

a) Verifique que £ € uma relacdo de equivalénciaem A.
b) Determine as classes de equivaléncia [ (1,3)].[(2.4)] e [(11)].

c) Determine a particdo de A induzida por 4.

10. Considere arelacdo Rc Z?, tal que, Va,beZ,

aRb se (a—b) € um nUmero inteiro ndo negativo par.

a) Verifique que £ define uma relacdo de ordemem Z.

b) £ é umarelacdo de ordem total? Justifique.

11. Seja A={1,2,3,4,5,6} e f:A— A afuncdo definida por

f(x)=

X+1 se x#6
1 se x=6

a) Determinar f(3), f(6), fof (3) e f(f(2)).

b) Mostrar que f € injectiva.
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. Mostrar que a funcdo f:R—R dada por f(x)=x3 é injectiva e sobrejectiva

enguanto que a funcdo g:R—R dada por g(x)=x2—1 ndo é injectiva nem

sobrejectiva.

. Sendo N o conjunto dos numeros naturais e f:N—N a funcdo definida por

f(n):2n+5, mostre que f é injectiva e determinar a funcdo inversa. Serd f

sobrejectiva? E a funcdo inversa serd sobrejectiva?

. Seja X={p,q.r},Y={ab,c,d} eZ={1234} esejam g:X - Y definida pelo conjunto

dos pares ordenados {(p,a),(q,b),(r,c)} ef:Y -z definida pelo conjunto de pares

ordenados {(a,1),(b.1),(c.2),(d,3)} . Escreva a fungdo composta fog sob a forma de

um conjunto de pares ordenados.

. Se f(x)=ax+beg(x)=cx+d e fog = gof , determine uma equacdo que relacione a

constantes a,b,c,d .
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2 Numeros Naturais e Inducao Matematica

2.1 Axiomatica dos Nimeros Naturais
2.1.1 Os axiomas de Dedekind-Peano

A construcdo axiomdtica de Dedekind-Peano do conjunto dos nUmeros naturais parte
de trés termos primitivos — zero, nUmero natural e sucessor — e de cinco axiomas que os

relacionam:

N1 O zero € um nUmero natural e representa-se por 0.

N2 Cada nUmero natural n tem um e um sé sucessor, representado por suc(n), que é
também um numero natural.

N3 O zero ndo é sucessor de nenhum numero natural.

N4 Se m,n sdo dois nUmeros naturais tais que suc(m)=suc(n) entdo m=n.

N5 Seja A um conjunto de numeros naturais. Se A for tal que
(1) 0OeA e

(2) vn[neA=suc(n)eA]
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entdo A é o conjunto constituido por todos os nUmeros naturais que € denotado

por N.

Exemplo NN1
Mostrar, a partir da axiomdtica de Dedekind-Peano, que todo o nUmero natural

diferente do zero é sucessor de um nUmero natural.

Sendo A ={neN:n=Ov3m[meNAn=suc(m)]} entdo

1. OeA (pela definicdo do conjunto A)

2. Suponha-se que neA,nz0. Entdo nzsuc(m) para algum meN.
Consequentemente, suc(n):suc(suc(m)) e como, por N2, suc(m)eN entdo
suc(n)eA.

Dos dois argumentos precedentes, tfendo em conta N5, vem A =N ficando provada a

afirmacdo.

2.1.2 Aritmética dos nimeros naturais

A aritmética dos nUmeros naturais baseia-se em duas operacdes: a adicdo e a

multiplicacdo.

A adicdo de nUmeros naturais € uma operacdo interna, denotada pelo simbolo +, que

é definida recursivamente por

Al Vn[neN:[n+O:nH,

A2 Vm,n[m, neN= [n+suc(m):suc(n+m)ﬂ

Podendo mostrar-se que existe uma e sé uma operacdo interna, definida sobre N que

satisfaca Al e A2.

Teorema

A adicdo em N é associativa.
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Teorema

A adicdo em N é comutativa.
A multiplicacdo de nUmeros naturais € uma operacdo interna denotada pelo simbolo

-que se define recursivamente por

M1 vn[neN=[n-0=0]]

M2 Vm,n[m,neN:[n-suc(m):n~m+nﬂ

sendo, tfambém neste caso, possivel provar que existe uma e uma sé operacdo interna

definida sobre Ny que satisfaca M1 e M2.

Teorema

A multiplicacdo em N é distributiva & direita relativamente & adicdo, isto é,

m(n+ p)=mn+mp, quaisquer que sejam m,n, peN.

Teorema

A multiplicac@o em N é associativa.

Teorema
A multiplicacdo em N ¢é distributiva & esquerda relativamente & adicdo, isto &,

(m+n)p=mp+np, quaisquer que sejam m,n,peN.

Teorema

A multiplicacdo em N é comutativa.

2.1.3 O conjunto ordenado (N, <)

Sejaem N arelacdo £ definida por
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Rz{(m,n)eN2 :EIp[peN/\m+p=n]}.

Teorema

£ é uma relacdo de ordem total (em sentido lato) em N.

Dados dois elementos m,neN quaisquer, sempre que (m, n) eR ¢é usual escrever
m<n(ounxm).Se para mneN, se tiver m<nam=n entdo escreve-se m<n(oun>m).

O par ordenado (N,s) designa-se por conjunto ordenado dos numeros naturais.

2.2 Inducéo Matemaéatica

O principio de inducdo matemdtica, decorrente do axioma N5, pode ser generalizado

da seguinte forma: se A < Z for um conjunto bem ordenado, tal que

1. peAe péomenorelementode A,

2. VneZ[nzp=[neA =n+leAl]

entdo,

A={neZ:nzp}.

O principio de inducdo matemdtica usual € um caso particular deste enunciado no

qual p=0.

Este principio é usado frequentemente em Matemdtica para provar proposicoes da

forma vn[neN, = p(n)], onde N,={neZ:nxr} e p(n) é uma foérmula com uma
variavel livre cujo dominio € N, .

Considere-se, por exemplo, a seguinte proposicdo

vnineN, =1+2+3+...+n=

n(n+1)
2
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cuja prova se pode fazer apelando ao principio de inducdo matemdtica generalizado.

Seja p(n) aféormula

n(n+1)

2

1+24+3+...+n=

e A cN o conjunfo de verdade de p(n).

Fazendo n=1 é imediato provar que p(1) & uma proposicdo verdadeira e, portanto,
le A . Suponha-se agora que neA, ou seja, que para um dado inteiro n>1, fixado

arbitrariamente, se verifica a proposicdo p(n) - hipétese de inducdo. Vejamos o que se

passa com p(n+1). Ora

14243+ +n+(n+1)=(1+2+3+...+n)+(n+1)

:M+(n+1)

:(n+1)[%n+1j
(n+1)(n+2)
- 2
e, portanto, da validade da proposicdo p(n) resulta a validade da proposicdo p(n+1).

Isto significa que se neA entdo n+leA . Pelo principio de inducdo pode concluir-se

que A =N, o que significa que p(n) se verifica parafodo o n=1,2,....

Exemplo NN2

Sendo x>0 um nUmero real pretende-se mostrar que

Vn[neN]:(Hx)n 21+x”]

Por questdes de comodidade denote-se por p(n) a formula (1+x)" 21+x" e aplique-se

a p(n) o método de indugdo.
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Para n=1 obtém-se 1>1 o que mostra que p(]) € uma proposicdo verdadeira.
Suponha-se, hipdtese de indugdo, que para n>1, arbitrariamente fixado, p(n) se

verifica e considere-se ent@o p(n+1):

(14)™ = (14 %)" (14 %)

(1

>1+X

v
+

x”)(l+x)=]+x+x“ + X"

n+1

EntGo da validade de p(n) resulta a validade de p(n+1) e, portanto, pelo principio de

inducdo matemdtica pode afirmar-se que p(n) se verifica qualquer que seja n=12,....

2.2.1 Formas equivalentes do principio de inducgéao finita

A versdo do principio de inducdo tal como foi estabelecido na axiomdtica de
Dedekind-Peano é, muitas vezes, designada por forma fraca do principio de inducdo,
por oposicdo a uma outra formulacdo que lhe é equivalente e que é conhecida por
forma forte do principio de inducdo ou, mais simplesmente, por indugdo completa. A

inducdo completa tem a seguinte formulacdo

Sendo A um conjunto de nUmeros naturais tal que
1. OeA

2. Vn[neN:[{O,L...,n}cA:n+]eAﬂ

entdo A =N.

Para provar que as duas formulacdes sdo equivalentes é necessdrio fazer apelo a uma
propriedade importante do conjunto N que é conhecida por principio de boa
ordenacdo.

Seja A um subconjunto qualguer do conjunto ordenado N. Um elemento aeA dir-se-&

primeiro elemento de A se e s6 se verificar a condicdo

VX[XEA :>a§x]
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Podendo verificar-se que quando um tal elemento existe ele é Unico.

Teorema

Todo o subconjunto ndo vazio de N possui  primeiro  elemento.

Demonstracao

Seja Ac N ndo vazio e suponha-se, por reducdo ao absurdo que A nNAo possui primeiro

elemento. Designando por A o complementar de A em N, considere-se o conjunto
Tz{neN:vmeN[mgn:me K]}

Como 0 ndo poder pertencer a A (de contrdrio seria certamente o primeiro elemento
de A)entdo OeA e, portanto, 0eT. Suponha-se agora que k e T. Da definicdo de T,
resulta ent@o que os nimeros 1,2,....k pertencem todos a A. Quanto a k+1 ndo pode
pertencer a A pois de contrdrio seria o seu primeiro elemento o que é contra a hipdtese

feita; entdo (k+1)e A e, portanto, (k+1)eT. Visto que

a) 0eT,e
b) Vi [keT=k+1eT],

entdo, pelo axioma N5, segue-se que T=N.Em consequéncia vem A=N e, portanto,

A= o que contradiz a hipdtese considerada. Logo, A possui primeiro elemento. 0

E costume fraduzir o resultado deste teorema dizendo que N é um conjunto bem-

ordenado.

Teorema
Em N verifica-se o principio de inducdo completa, ou seja, sendo A um conjunto de

nUmeros naturais tal que:
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1. OeA,

2. v, [neND[{O,],...,n}CA3n+]€ Aﬂ

entdo A=N.

Demonstracao

Seja A o complementar de A. Se A=@ entdo o teorema estd trivialmente
demonstrado e, portanto, suponha-se que A= . Pelo principio de boa ordenacdo, A
possui um primeiro elemento que se designard por k. E claro que k=0 visto que Oe A

por hipbtese; por outro lado, 0,1,2,....k-1 tém que pertencer a A pois de contrdrio

algum deles seria o primeiro elemento de A e ndo k como se supds. Entdo, pela
segunda condicdo do teorema, ter-se-&d também ke A o que contradiz a hipdtese de

ser k o primeiro elemento do complementar de A. Assim, ter-se-& necessariamente

A= e, portanto, A=N. O

Para completar o ciclo de implicacdes que nos permite concluir a equivaléncia dos dois
principios de inducdo e do principio da boa ordenacdo de N, mostrar-se-& agora que

o principio de inducdo completa implica a inducdo fraca.

Teorema
Suponha-se que se verifica em N o principio de inducdo completa e seja A um

conjunto de nUmeros naturais tal que:

1. OeA

2. Vv, [neNz[neAzn—i—]eAH

entdo A=N.

Demonstracao

Suponha-se que se verificam as duas condicdes acima. Visto que a proposicdo
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Y eN [{O,],...,n}g A=ne AJ

é evidentemente verdadeira, entdo tem-se que

Y eN [[{O,],...,n}g A]/\[ne A=n+le A]]

Donde resulta imediatamente,

VHEN[{O,],...,n}g A=n+le A] .

Pelo principio de inducdo completa ter-se-&d entdo A=N, ficando demonstrado o

teorema. 0

Suponha-se que p(n) € uma afirmagdo sobre o niUmero natural n e que r é um
nUmero natural fixado. Entéo a demonstracdo por inducdo de que p(n) se verifica para

todo o n>r requer os dois seguintes passos:

1. Verificar que p(r) € uma proposicdo verdadeira.
2. Verificar que se kxr e se p(r),p(r+1),p(r+2)....p(k) sdo proposicoes

verdadeiras, entdo p(k+1) também é verdadeira.

Exemplo NN3
Mostrar, por inducdo completa, que qualguer nUmero natural maior do que 1 se pode

decompor num produto de dois factores primos.

Seja p(n) a afirmacdo de que quando n € um nUmero natural maior do que 1 se pode
decompor num produto de factores primos. O objectivo agora € do de provar que
p(n) € um proposicdo verdadeira qualquer que seja n>1.

1. p(2) é, evidentemente, uma proposicdo verdadeira pois 2 (sendo primo) pode

ser factorizado num produto de factores primos (neste caso com um sé factor).
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2. Suponha-se agora que p(2),p(3),...,p(k) sdo proposicdes todas verdadeiras.

Pretende-se entdo mostrar que da veracidade destas proposicoes resulta a

veracidade de p(k+1).

Se k+1 for um nUmero primo a afirmacdo é trivialmente verdadeira. Se k+1 ndo for
primo entdo € um numero composto sendo, portanto, possivel encontrar dois inteiros
positivos m e n tais que k+1=m-n onde tanto m como n sdo menores do que k.
Pela hipdtese de inducdo completa, tanto m como n se podem decompor num

produto de factores primos e, portanto, o mesmo acontece a k+1. Logo p(k+]) é

uma proposicdo verdadeira, como se pretendia mostrar.

Exemplo NN4

Para mostrar que as trés formulacdes alternativas da inducdo matemdtica — principio da
inducdo finita, principio da boa ordenacdo e principio da inducdo completa — podem
ser usadas para resolver o mesmo tipo de problemas exemplificar-se-& a demonstracdo

da proposicdo
Vo[neN;=1+2+..+n=n(n+1)/2]

usando o principio da boa ordenacdo.

Represente-se por p(n) a férmula

1+2+...+n:%n(n+l).

Seja A={neN] :ﬁp(n)}. Se A= entdo a proposicdo fica automaticamente
demonstrada. Suponha-se entdo que A= Q. Pelo principio da boa ordenacdo, A tem
um primeiro elemento, k. Visto que p(1) & evidentemente verdadeira, entdo 1¢ A e,
portanto, k=1, donde se pode concluir que k-1eN,. Como, por outro lado, k-1¢ A

entdo p(k-1) & verdadeira. Entdo, tem-se o seguinte,
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1+2+...+(k—])+k=%(k—])k+k

(k-]

— (k)

O que mostra que p(k) € uma proposicdo verdadeira. Mas isto é contraditério com o

facto de k ser o primeiro elemento de A. A contradicdo resultou de se supor que A era

ndo vazio o que, portanto, é falso. Ou seja, p(n) verifica-se para todo o neN;.

Exemplo NN5

Mostrar, usando o principio da boa ordenacdo, que 2 é um nUmero irracional.

Suponha-se, pelo contrdrio, que 2 é racional; isto &, existem nUmeros r,s e N, tais que

V2 =r/s. Entdo,
A={X€NZX=H\/§ poroolgumneN]}

serd um conjunto ndo vazio de numeros naturais (em particular, conterd, por hipdtese, o

numero r). Pelo principio da boa ordenacdo o conjunto A possuird um primeiro

elemento: suponha-se que é k esse elemento. Seja meN tal que k=my2. Entdo

m(ﬁ—])= k—m & um nUmero natural menor que m (visto que O<\/§—1<1) e, portanto,
q =m(J§—1)J§ € menor que k. Mas g=2m-k o que significa que qeN, por um lado,
e, por outro lado, qe A. Esta conclusdo é contraditdria visto que se encontra em A um

elemento menor do que k. Entdo A deverd ser vazio e, portanto, 2 ndo é um nimero

racional.

Exercicios - Inducao

1. Utilizando o principio de inducdo prove que:
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a)  4+10+16+...+(6n-2)=n(3n+1), VneN~

n(n+1)(2n+1)

b) 12+22+32+...+n2:7, vneN

c) 12—22+32—...+(—1)””n2:(_])nﬂ+(n+]), vneN
d) 1.3+2.4+3.5+...+n.(n+2):w, vneN
e) 1.2+2.3+3.4+...+n(n+1):w, vneN

Prove as seguintes proposicoes:

n(n+1) ’
a) v, neN:>13+23+...+n3:(TJ]

3

i n
b) WVvn neN:(H%} 21+£}

Prove que:

a) 2n+1<2", n>3
b) (]+x)n21+nx, comneNexeR tal que x> -1

c) n’>n+l, comnx2

d 123..n>2" nx4
1 1 1 1
—+—+—+...+—>\/ﬁ, n>2
V2 B Jn

Utilizando o principio de inducdo prove que:

a) n°-n édivisivel por 5 vneN

b) Se n éum nUmeroimpar entdo 7" +1 é divisivel por 8.
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3 Determinantes

/N

A qualguer matriz quadrada estd associado um elemento de chamado

determinante, usualmente representado por
det(A) ou |A].

Este elemento surge através do estudo e investigacdo de sistemas de equacdes
lineares.

Antes de definir determinante, necessitamos da no¢cdo de permutacdo.

6.1 Permutacdes

Definicdo
Uma aplicagdo biunivoca ¢ do conjunto S, = {1,2,...,n} sobre si mesma € chamada uma

permutacdo. Denotamos a permutacdo o por

1T 2 ... n I, . .
o=|. . | ou o=jijp...J, onde ji = o (i)
h 2 o h

Exemplo D1
Em S5 existem 3!=6 permutagdes em: 123; 132; 213; 231; 312; 321.

Definicao
Consideremos uma permutacdo par (ou impar) caso exista um nimero par (ou impar)

de pares (i,k) para os quais i >k, mas i antecede k emo.

Exemplo D2
Consideremos a permutagdo o= 35142 em S;. 3 e 5 antecedem e s&o maiores que 1;
portanto (3, 1) e (5, 1) satisfazem a condicdo anterior, tal como (3, 2), (5. 2) , (4, 2). (5. 4).

Existem portanto exactamente 6 pares, logo ¢ € uma permutacdo par.
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Definicdo

Definimos o sinal ou paridade de o, denota-se por sgn o, por

1 se o par

sgno = { ,
-1 se o impar

Exemplo D3

No exemplo anterior, dado que a permutacdo é par, entdo o sgn o =1.
6.2 Determinantes. Definicdo e Propriedades

6.2.1 Definicao

Seja Az(aij) uma matriz quadrada de ordem n sobre um corpo .

a'l'l a'|2 e a'ln
a a ...oa
a=|® P2 o
a 4 ... 9y

Consideremos um produto de n elementos de A tal que um e somente um, elemento
provém de cada linha e um, e somente um , elemento provém de cada coluna.

Tal produto pode ser escrito na forma a a,;, ...

Isto &, onde os factores proveém de linhas sucessivas; logo os primeiros indices estdo na
ordem natural 1, 2,..., n. Agora, como os factores proveém de colunas diferentes, a

sequéncia dos segundos indices forma uma permutagdo o= jij...j, em S,.
Reciprocamente cada permutacdo em S, determina um produto da forma acima.

Assim, podemos formar n! desses produtos, a partir da matriz A.

Definicdo
O determinante de uma matriz quadrada de ordem n, A=(aij), denotado por
det(A) ou |A| é a seguinte soma efectuada sobre todas as permutagdes o = jj,... j,

em S,:
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o
Isto &

|Al= Y (59N0)ar, (1320 (2)-+Bno(n) -

oeS,

Diz-se que o determinante da matriz quadrada de ordem n, é de ordem n e é

frequentemente representado por

a'l'l a'|2 e a'ln
a a Lo a
=7 o
d,; dyp ... 9y

6.2.2 Determinantes de 22 ordem

Em S,, a permutacdo 12 é par a permutagdo 21 & impar. Portanto

an a

|Al= aQ‘Zan-azz—am-am
22

a

Assim,
4 -5
‘_] _2‘ =4(-2)~(-5)(-)=-13

6.2.3 Determinantes de 32 ordem

Em S5, as permutagoes 123, 231 e 312 sdo pares e as permutagoes 321, 213 e 132 sdo

impares. Portanto,
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an A A3
Ap; Ay Apz|=apdpa3z + Q12803837 + Q1382183 — Q1382831 — Q1821833 — @113832

31 a3y as3

Podemos escrever a expressdo anterior da seguinte forma:

a1 (Aass —8x3832) — Q12 (891833 —Ax3dz)) + Q13 (ag1830 — Axdg))

Que € o mesmo que

Ay Ay Ay

() a,

azp az3 az) as3

Podemos recorrer a matrizes de ordem inferior para calcular o determinante.

Para além disso esta formula é facimente memorizada visto que se obtém suprimindo &
matriz A a primeira linha e respectivamente, as primeiras, segundas e ferceiras colunas.

O determinante de ordem 2 que se obtém suprimindo a primeira linha e a j-ésima
coluna deve ser multiplicado pelo elemento que ocupa a entrada (1, j) (i.e. o elemento
a)j ); os produtos obtidos devem ser considerados com sinais alternados e, finalmente

adicionados.

» Regra de Sarrus

Esta regra dd&-nos um modo para determinar as parcelas e os respectivos sinais. S é
vdlida para determinantes de ordem 3.

Esta regra diz-nos que as parcelas positivas sdo o produto dos elementos da diagonal
principal, e tfambém, os produtos dos elementos situados nos vértices de tringulos de
bases paralelas a essa diagonal; por oufro lado, as parcelas negativas sGo o produto
dos elementos da outra diagonal, e também, os produtos dos elementos situados nos
vértices de triingulos de bases paralelas a essa diagonal. Esta regra pode ser ilustrada

pelos diagramas seguintes:
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Parcelas com sinal + Parcelas com sinal -

Exemplo D4

1 0 3
Considere-se A=|2 -1 5|eM;(R).
0 -2 1

Entdo pela regra de Sarrus, temos
|A| =1 (=1)x142x(-2) x3+0x5x0-0x (= 1) x3-(-2) x5x1-2x0x1=-3
6.2.4 Outra definicdo de Determinante

A formula (I) sugere-nos a ideia de definirmos indutivamente o conceito de

determinante de uma matriz quadrada sobre um corpo ~ . Para efeito, comecamos
por introduzir a notacdo seguinte. Seja Az[aijJeMn(%). Denotaremos por A(i |j) a

matriz que se obtém de A suprimindo a i-ésima linha e a j-ésima coluna.

Definicdo

Define-se o determinante de uma matriz A=|a; | de ordem n+1, como:

n+l .
(A= D"y [ AQLD [=ay | AQID [=a, | AQI2) [+ + ()" ay. | AN+ )|
j=1
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6.2.5 Propriedades de Determinantes

Teorema D1

O determinante de uma matriz A e da sua transposta AT séo iguais: |A| :‘AT‘ .

Demonstracao

Suponhamos que A=(a;).Entdo AT =(b; ), ondely; =a; . Portanto,

‘AT ‘ = z (Sgna)b]g(])bQO.(Q)...bno_(n)

oeS,

= Z (S9NG)a, (1135(2)2++ 8o (n)n

o€,

SeJO T=0 _], qUe é a permUTOan qUe ao_(])]ao_(Q)Q...ao.(n)n = a]r(])aQT(Q)...am.(n) , T € Sn .

= Z (sgN7)a, (h32,(2) -+ @nr(n)

7eS,

= |A| 0

Teorema D2

Seja B a matriz obtida da matriz A por:

1) Multiplicag&o de uma linha (coluna ) por um escalar k ; entdo [B|=k|A|.

2) Troca entre si de duas linhas (respectivamente, colunas) de A; entdo |Bl=-|A|.
Demonstracao

1) Se a i-ésima linha é multiplicada por k, entdo cada termo em |A| é multiplicado

or k; entdo
P |B| = z (sgNo)ais()azs(2) -+ (Kaic(j))-+Bno(n)

oeS,

=k Z (SgN0O)a1 (1) 820 (2) -+ Bic(j); - Bno(n)

oeS,

=k[A]
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ou seja, |B|=k|A.
2) Vamos provar o teorema para o caso em que duas colunas sdo frocadas. Seja t a

transposicdo que troca entre si dois nUmeros correspondentes as duas colunas de

A, que sdo trocadas entre si.

Se Az(aij) eB= (bij), enfdo by = Bz j) - Portanto, para qualquer permutacdo c.
Assim

|B| = z (sgno)brg )+ Png(ny = z (S9Nt (1) Q215 (2) -+ Ancer(n)

oeS, oeS,

Como 1 é impar, sgn 16 = sgn t. sgn &, assim sgn ¢ = -sgn tc, entdo

|B| =— Z (Sgh TO') a]m_(])a2m—(2) --'anra(n)
oeS,

Dado que, ¢ percorre todos os elementos de S, entdo 1o também percorre todos os

elementos de S, portanto [B|=-|A| . 0

Teorema D3
Seja A uma matriz quadrada.

1) Se A tem uma linha (coluna ) de zeros entGo |A|=0.
2) Se A tem duas linhas (colunas) idénticas, entdo |A/=0.
3) Se A é triangular superior ou triangular inferior, entdo |A| = produto dos elementos da

diagonal principal. Assim em particular |I|=1, onde | é a matrizidentidade.

Demonstracao
1) Cada parcela em |A| contém um factor de cada linha; entdo contém um elemento

da linha de zeros. Assim, cada parcela de |A| é zero, logo |A[=0.
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2) Se trocarmos entre si duas linhas idénticas de A, ainda obtemos a matriz A. Logo,
pelo teorema D2, |A|=—|A|, entdo |A=0.

3) Suponhamos que A:(aij) é ftriangular inferior, isto &, os elementos acima da
diagonal principal sdo zeros, ou seja  g; =0, sempre que i< j. Consideremos um

termo t do determinante de A:

t=(sgno)ay 8y, ...a,; ,onde o =kip..i, .

Suponhamos i; #1. Entdo, 1<i; logo, i"] =0; portanto, t=0. Isto &, cada termo para o

qual i =1 é zero.

Agora , suponhamos i =1, mas i, # 2. Entdo, 2<i,; logo ay, =0; portanto t=0. Assim,

cada termo para o qual iy =1 ou i, #2 & zero.

Analogamente, obtemos cada termo para o qual i, =1 ou i, #2 ou.... ou i, =n é zero.

De acordo com isso, |A| = a8y, ... 8y, - OU seja o produto dos elementos da diagonal. [

Teorema D4
Seja B a matriz obtida da matriz A por substituicdo de uma linha (coluna) de A pela

soma dessa linha (coluna) multiplicada por um escalar; entdo |B|=|A .

Demonstracao

Suponhamos que ¢ vezes a k-ésima linha é somada & j-ésima linha de A. Usando o

simbolo /\ para denotar a j-ésima posicdo num termo do determinante, temos:

/N

B|= D (sgno)ay ay, ...(cakik +ay;, )...anin
oeS,

/"

AN
=c Y (sgno)ayay, .3 ...y + Y, (5gno)ay ag;, ... 3; -..

a.;
i ni

n
oeS, oeS,
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A primeira soma é o determinante de uma matriz, cujas k -ésimas e j-ésimas linhas sdo

idénticas; entdo pelo teorema D3, a soma é zero. A segunda soma é o determinante
de A. Assim,

|B|=c.0+|A|=|A O
Coroléario D5
Seja A qualquer matriz quadrada nxn. Entdo sdo equivalentes as seguintes afirmacoes:

1) A éinvertivel

2) ¢(A)=n
3) |A| =0
Teorema D6

O determinante de um produto de duas matrizes A e B € igual ao produto seus

determinantes: |AB|=|A.B].

Corolario D7

Seja A=(a;)eM,(R).EntGo [aA=a"|A, VaeR.

Coroléario D8

Se A éinvertivel entdo ‘A]‘=ﬁ.
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6.2.6 Regra de Laplace

Teorema D9 (Regra de Laplace)

Seja Az(aij)e M, (¥4). Entdo

n . .
L [A=>1(-D"a; | AGi| J)| (desenvolvimento segundo a i-ésima linhal)
=1

n - -
I |Al=>(-D"a; | Al| j)| (desenvolvimento segundo a j-ésima colunal)
i=1

Demonstracao

1) Trocando sucessivamente as linhas |, &1 < ..., &, (num fotal de i-1

permutacdes) obtemos a matriz

aj Qo Gy

ap Qo v @
A=lain a2 &
Ao Qg2 Qg
L an ano *t |

Pelo teorema D2(2), temos que |A| :(—1)H|A| . Assim, obtemos

A =(-1)"|7= (—1)‘-1_21(—1)‘“@,- |AQ j)|=zl(—1)‘“'ai,- aml
i= i=

Uma vez que A (1]j)=A(i| ) isto estabelece aigualdade 1).

Para 2), consideramos a matriz AT . Por i), temos
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n L n o
A= Ty 1BG D)= Y () Tay [ AG ).
i= j=1
uma vez que by =a; e A’ (i|j)=A(j|i). Dado que ‘AT‘:|A| , entd@o

|A=D1 D"y [AG)- 0
i=1

Exemplo D5
Neste exemplo, aplicamos a regra de Laplace para o cdiculo do seguinte

determinante:

2 0100
2
0 0300 ]303? 4 -3 1
140-31_(-1)2*33]2] —-3(-)"'2[2 1 5
12 1 15 3 3 3
2 -
2 35 3 3 582
4 31

=-63|2 1 5/=18(4+2+15+1-20+6)=-144
-1 1 1

6.3 Matriz Adjunta
Definicdes

> ‘A(i| j)‘ chamamos o (i, j) - ésimo menor de A

> (_])H—j

A(i| j)‘ chamamos o (i, j) - ésimo cofactor de A. Denota-se por |A|ij.
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Nesta notacdo, a regra de Laplace tfoma a forma :

|A| - a”|A|i] Jrai?"/'\"iz teee B |A|in =a; |A|1j + |A|2j toet |A|nj

Observemos os sinais (—1)'”, que acompanham os menores, sdo alternadamente "+" e

"~ que se dispdem na forma que se segue, com os “+" na diagonal principal

Definicdo

Chamamos matriz adjunta de A, denota-se por A* & seguinte matriz

|A|11 |A|1n
Ax=| :
Ay A

nn
Esta matriz d&- nos a seguinte relacdo entre a matrizinversa e a prépria matriz:
AA*=|All,

Teorema D10

Seja AeM, (%) . Entdo A éinvertivel sse |A| #0.Se & este o caso, femos

1

A=
A

A*.

Este resultado é muito Util principalmente para matrizes dois por dois.
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Exemplo D6

3 4
Vamos calcular a inversa da seguinte maitriz . A{s J.
|A|=3-20=-17

|A|11 =1 |A|12 == |A|21 =4 |A|22 =3

.
| — ; - 1 -4
Entdo A*{ 4 35} ,eainversa é entdo A = ——[ } .

6.4 Sistema de Cramer

A teoria dos determinantes pode ser aplicada a resolugcdo de um certo tipo de sistemas
de equacodes lineares.

Com efeito, seja S um sistema de equacoes lineares representado maitricialmente por
Ax=B, onde AeM,(¥s) e BeM, (%) (S tem o mesmo nimero de incégnitas e de
equacgoes). Se |A|¢O, entdo c(A)=n e , portanto, S é possivel e determinado, isto é

tem solucdo Unica. Um sistema nestas condicdes diz-se um SISTEMA DE CRAMER. O
resultado seguinte diz-nos que a Unica solucdo de S pode ser expressa em termos de

determinantes. De facto, temos:

Teorema D11

Seja S um sistema de Cramer representado matricialmente por Ax=B, onde

A:(aij)e M, (%) e B:(bij)e Mo (¥4). Seja (o, az, ..., an) € 7 " a Unica solugcdo de S.

Entdo

ay o g bAoA

ay 1 Ay by Ay o ag,

A anj—] bn anj+n @
[Al

79



Demonstracao

Como (a1, a2, ..., an) € ~ nésolucdo de S, temos

a by
a b
A=
an bl’]

Agora como A é invertivel, podemos multiplicar a igualdade acima, d esquerda e &

direita, pela matriz A™', obtendo

a a by by
@2 | _ plp| %2 :A1b2 :LA*bQ.
M M M| A" [ M
an an bn bn

Assim temos

1

a; =m«—1)”" |AQLI) by + (=D AR ) [By) ++++ (=)™ AN | j) |by),

uma vez que

w4 ] =[0TG D]

Ora pela regra de Laplace (desenvolvendo o determinante em relacdo d j-ésima

coluna)
an oA bAoAy,
a1 A by Ay a - . - . i .
: L = D AQLD b+ (D2 TAR] ) o)+ + (<D™ A(| )| by
Qn o Anj by 8njen 7t 8@m
Logo os aj tém a forma desejada. 0
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Exemplo D7

Seja S o sistema de trés equacdes lineares a trés incdgnitas sobre ©

2x+3y—-z=1
X+y+2z=2
-y+z=-3

Matricialmente, S é representado pelo sistema Ax=B, onde

Como |A| =2+1+0-0+4-3= 4 20, S é sistema de Cramer e a sua Unica solucdo (o, a2, as)

e o3 é dada por

1T 3 -1 2 1 -1 2 3 1
2 1 2 1T 2 2 T 1 2
-3 -1 1 0 -3 1 0 -1 -3
Gg=—"—, Qp=—T"—"7", Ozg="T-———"—
| Al | Al | Al
Logo,
_1+2-18-3+2-6 11 _4+3+0-0+12-1 9  -6-1+0-0+4+9 3
o= =——,02= =—, 03= =—.
4 2 4 2 4 2

Exercicios — Determinantes

1. Calcule os determinantes das seguintes matrizes:
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2.

3.

4.

d)

1 2 10 07 6
\‘jv‘)’(} o)[2 4 100|, «c)|5 8 5
3 ¢ 1000 1 10
3 100 1 3 2 - O 13 -1
13 10 O -1 1 0 -1 0 2 -1
e) f)
0O 1 3 1 2 3 1 2 T 1 2 1
0013 1 0 -1 3 8 0 3 1
ab c
Supondo que |2 1 0|=1, calcule os determinantes seguintes:
1 21
a b c a b c 1
3 3 1}, 2a+2 2b+1 2c|, 2
Y =1 % a-1 b-2 c-1 2a-1

Utilizando as propriedades dos determinantes mostre que :

a+b+2c a b
c 2a+b+c b |=2@+b+c)®
c a a+2b+c

Resolva as seguintes equacdoes em ©;
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5.

6.

7.

8.

QD
N
Q
QD
+
QD
Q
QD

1
ars -l ] o1 1 3 a a+l a a
+
> a-3 11=0 1 a 2a =0, a a a+l a =0
6 -6 at4 "
00 0 a a a a a+l

Seja AeM, (R). Prove que :
a) Se A éortogonal entdo |Aj=%1 .
b) Se A éantisimétrica,i.e A=-AT e n éimpar ent&o |A/=0.
c) Se BeM,(R) ésemelhante a A i.e. existe PeM,(R) tal que B=P'AP, entdo
[B=A -

2 -2 1
Considere amatriz A=| 0 3 0|eM;3(R).
-1 1 1

a) Calcule |A|. Os vectores v;=(2,0,-1),v, =(-2,3,1),v3 =(1,0,1) constituem uma
base de 032

b) Determine a matriz adjunta de A, i.e. A*.

c) Determine A

Prove que os seguintes sistemas de coeficientes reais sdo sistemas de Cramer e

determine , usando a regra de Cramer, as suas ( Unicas ) solucoes.

X+2y-3z=1 2X+Z_t:_2]
X z=-
2x-3y+5z=-2 e T
2y-z-3t=-3
3x-y+2=0
X+3y-2t=-4

Seja S um sistema ndo homogéneo com n+1 equacgdes lineares e n incégnitas e

seja A' asua matrizampliada.

a) Prove quese S é possivel entdo |A]=0.

b) Diga, justificando, se o reciproco da alinea a) é verdadeiro .
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