Algebra Linear - Exercicios
(Espagos Vectoriais)
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1 Espagos Vectoriais

1 Espacos Vectoriais

1.1 Dependéncia e Independéncia Linear

Exercicio 1 Sejam u e v dois vectores linearmente independentes de um espago
vectorial real E. Determine o escalar a € R para o qual os vectores au + 2v e
u — v $ao linearmente dependentes.

Solu¢do
Os vectores serao linearmente independentes se a unica combinagao linear
nula destes se obtiver com os escalares nulos:

By (au +2v) 4 By (u —v) =0 =
= (B1a+ By)u+ (28, — By)v =0

Dado que u e v sao linearmente independentes da expressao anterior resulta
que:

{ pra+ By =0
26, =B, =0
Temos portanto um sistema homogéneo de duas equagoes a duas incégnitas,
. . . 1 .
081 e By, cuja matriz do sistema é dada por A = g 1 Se o sistema

for determinado, a tnica solugdo serd 3, = (5 = 0, pelo que os vectores da-
dos serao linearmente independentes. Pretende-se portanto que o sistema seja
indeterminado, isto é r4 < 2.

Construimos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:

[« 1 0

[A|B] = B _1‘0}L1<—>Lg
2 —1]o0 a
o 1 ‘O}LW_L?JF(_E)M
(2 —11]0
0 2210

Tem-se claramente 74 = 7 4|5, 0 que significa que o sistema ¢ possivel (como
ja sabfamos por ser um sistema homogéneo). Se o # —2 tem-se r4 = 2 0 que
implica um sistema possivel e determinado; se o = —2, tem-se r4 = 1 < 2 pelo
que teremos um sistema possivel e indeterminado. O escalar escolhido deverd
portanto ser o = —2.
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Exercicio 2 Sejam u, v e w trés vectores linearmente independentes de um
espaco vectorial real E. Determine o escalar a € R para o qual os vectores
au 4+ 2v 4 2w e u+ av — w sao linearmente dependentes.

Solu¢do
Os vectores serao linearmente independentes se a unica combinagao linear
nula destes se obtiver com os escalares nulos:

B (au+2v+2w) 4+ By (u+ av —w) =0 =
= (B1a+ By) u+ (26, + Bya)v+ (26, — By) w =0

Dado que u, v e w sao linearmente independentes, da expressao anterior
resulta que:

Bra+ By =0
2ﬁ1 + BQO( =0
20, —B,=0
Temos portanto um sistema homogéneo de trés equagoes a duas incégnitas,
a 1
081, By e B3, cuja matriz do sistema é dadapor A= | 2 « |. Se o sistema
2 -1

for determinado, a unica solucdo serd 8; = B, = 0, pelo que os vectores da-
dos serao linearmente independentes. Pretende-se portanto que o sistema seja
indeterminado, isto é 74 < 2.

Construimos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:

a 110
[A|B] = 2 a |0 |Lie—oLy

| 2 —-1]0 |
F o 1 z

2 a 8 L2<—L2+(—1)L1
I o 1 0 | L3<—L3+(*%)L1
[ 2 —1 0

0 a+1]0

a+t2
[0 %= |0
Se a = —1 ou a = —2 tem-se claramente r4 = rAB = 2, 0 que significa

que o sistema é possivel (como j4 sabiamos por ser um sistema homogéneo) e
determinando. No entanto, se a@ # —1 A a # —2 também se obterd um sistema
possivel e determinado. Concluimos assim que os vectores dados serdao sempre
linearmente independentes, qualquer que seja « € R.
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Exercicio 3 Sejam u e v dois vectores linearmente independentes de um es-
pago vectorial real E. Mostre que os vectores u e u+ v sao linearmente inde-
pendentes.

Solu¢do
Construamos a combinacao linear nula destes dois vectores e verifiquemos
que s6 ¢ satisfeita com os escalares nulos:

By (u) + By (u+v) =0=

= (81 + B2)u+ B0 =0

Sabendo que u e v sdo linearmente independentes, teremos:

ﬁ2:0

A solugao deste sistema é claramente 3, = 55 = 0 pelo que se pode concluir
que os vectores u e u + v sao linearmente independentes.

{ﬁ1+ﬁ2:0

Exercicio 4 Considerem-se 3 vectores de um espago vectorial: u, v.e w. Prove
que U — v, v —w e w —u sao sempre linearmente dependentes.

Solugao
Construamos a combinagao linear nula destes trés vectores e verifiquemos
que nao é sé satisfeita com os escalares nulos:

By (u—v)+ By (v—w)+ B3 (w—u) =0=
= (81 — B3)u+ (=B +B2) v+ (=B + 3)w =0

Sabendo que u,v e w s&o linearmente independentes, teremos:

ﬁl_ﬁgzo
—B1+0B82,=0
*52+63:0

Construimos agora a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva
caracteristca:
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1 0 —-11]0
[A|B] = -1 1 0 |0 | Ly« Lo+ L,
0 -1 0
1 0 =110
0 1 —1]0 |Ly—Ls+1Lyg
| 0 -1 1|0
1 0 =110
0 1 —-110
00 0|0

Dado que r4 = 74 = 2 < 3, o sistema ¢é possivel e indeterminado, tendo
outras solugoes que nao a solucao 5; = By = 5 = 0, pelo que os vectores dados
serao linearmente dependentes.

Exercicio 5 Sendo x, y e z vectores linearmente independentes de uwm espaco
vectorial E, mostre que os trés vectores x + 1y, © + z e y + z também sao linear-
mente independentes

Solucao
Construamos a combinacdo linear nula destes trés vectores e verifiquemos
que nao é s6 satisfeita com os escalares nulos:

By(x+y)+ By (x+2)+B5y+2) =0=
= (81 +Ba)z+ (81 +B3)y+ (B2 +B3)2=0

Sabendo que z,y e z sdo linearmente independentes, teremos:

B1+B2=0
B1+B85=0
By +B3=0

Construimos agora a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva
caracteristca:

1 1 0]0
[A|B] = 1 0 1[0 |Loe—Lot (1)L
01 1]o0
1 1 o007
0 -1 1|0 |Ls—Ls+1Ly
0 1 1|0 |
1 1 o007
0 -1 110
[0 0 2|0 |
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Dado que 74 = 14 p = 2 = 3, o sistema ¢& possivel e determinado, tendo
apenas a solucdo 3, = 3, = 3 = 0, pelo que os vectores dados serdo linearmente
independentes.

Exercicio 6 Sejam v e w dois vectores linearmente independentes de um es-
pago vectorial E. Mostre que o sistema de vectores {v,w,v +w} é linearmente
dependente.

Solu¢do
Construamos a combinagao linear nula destes trés vectores e verifiquemos
que nao é sé satisfeita com os escalares nulos:

51U+52w+53(v+w):():>
= (B, +B3)v+ (By + B3)w=0

Sabendo que v e w sdo linearmente independentes, teremos:

{514‘53:0
By + B3 =0

Construimos agora a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva
caracteristca:

as= g ¥ 1o |

Dado que 74 = 743 = 2 < 3, o sistema ¢ possivel e indeterminado com
grau de indeterminagdo d = n —ry = 3 — 2 = 1. Existem portanto outras
solugbes para o sistema que nao a solugdo §; = By = B3 = 0. Logo, os vectores
{v,w,v 4+ w} séo linearmente dependentes.

Exercicio 7 Identifique as condigdes sobre a e b de modo a que os vectores,
(a,2,b), (a+1,2,1) e (3,b,1) sejam linearmente independentes.

Solugao
Os vectores serdo linearmente independentes se a tnica combinacao linear
nula destes se obtiver com os escalares nulos:

By (a,2,b) + By (a+1,2,1) + B5(3,b,1) = 0 =
= (af; + (a+1) By + 383,20, + 205 + 083,08, + 2+ 83) =0




1 Espagos Vectoriais

Da expressao anterior resulta que:

afy +(a+1)8; +303=0
2ﬂ1+252+bﬂ3:0
bﬂ1+62+63:0

Temos portanto um sistema homogéneo de trés equagoes a trés incégnitas,

a a+1 3
081, By € B3, cuja matriz do sistema é dada por A = | 2 2 b |. Se
b 1 1

o sistema for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo), a tunica
solugdo serd B, = B4 = (3 = 0, pelo que os vectores dados serdo linearmente
independentes. Pretende-se portanto que o sistema seja determinado, isto é
r4 = 3. Tal depende no entanto dos valores dos pardmetros a e b.

Construimos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:

a a+1 310
[A|B] = 2 2 b0 | L; +— Lg
| b 1 110 |
(2 2 b0 1
a a+1 3 0 L1 — §L1
| b 1 1o |——
i b
o ar1 3|0 | LoletCoL
(11 b 1o
0 1 S210 |Ly—Ls+(b—1)L,
Lo 1-b 220
(11 ¢ 0
0 1 G-ab 0
[0 0 22401 | o
Para que, como se pretende, r4 = rgqp = 3, é necessdrio que 2_—21’2 +
b-1) G*Tab # 0. Vejamos entdo qual a relagdo entre a e b de modo a que esta
condigao seja satisfeita. Note-se que % +(b-1) 6’2‘”’ = 0 é uma equagao na
varigvel a. E simples verificar que a = %ﬁ%ﬁb. Assim, concluimos que:

e b=0Vvb=1

Nao existe solugao para a, logo r4 = rqp = 3, o sistema ¢ possivel e
determinado e, por consequéncia os trés vectores dados sao linearmente
independentes.
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e b#AOAND#1
2 . 2 /. :
— Sea= W, teremos r4 = 14 p < 3, o sistema ¢& possivel e inde-
terminado e, por consequéncia os trés vectores dados sao linearmente
dependentes.

— 44— 2 . P 2z
— Sea# W, teremos r4 = r4p = 3, o sistema & possivel e de-
terminado e, por consequéncia os trés vectores dados sao linearmente
independentes.

Exercicio 8 Verifique se os sequintes vectores de R* sio linearmente indepen-
dentes?

.’E1:(1,0,1,2);$2:(0,1,1,2); $3:(1,1,1,3)

Solugdo
Os vectores serdo linearmente independentes se a tnica combinacao linear
nula destes se obtiver com os escalares nulos:

6Z1+6$2+5$3:0:>
:>ﬁ1 (1707172)+B2(0a15172)+ﬁ3(17171a3) :O:>
= (81 + B3, 82 + B3, 81 + By + 33,20, + 265 +303) =0

Da expressao anterior resulta que:

B1+083=0
62+63:O
51+62+ﬁ3:0
28, +28,+385=0

Temos portanto um sistema homogéneo de quatro equacoes a quatro incég-

1 0 1
nitas, 8, By, B3 € B4, cuja matriz do sistema é dada por A= | 0 1 1
1 11

Se o sistema for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo), a tnica
solugdo serd B, = By = (3 = 0, pelo que os vectores dados serdo linearmente
independentes. Pretende-se portanto que o sistema seja determinado, isto é
r4 = 3. Tal depende no entanto dos valores dos parametros a e b.

Construimos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:
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[a a+1 3]0 ]
[A|B] = 2 2 b |0 | Ly Ly
| b 1 110 |
[ 2 2 b |0 ] 1
a a+ 1 3 0 L1 — §L1
| b 1 1o | —
i b
Cll ail :2)) 8 Ly« Ly + (—a) Ly
b 1 110 L3« L3+ (=b) Ly
11 1o
0 1 6*;: 0 | Ly L3+ (b—1)Ly
L0 1-b 2|0
11 b 0
0 1 bab 0
_p2 a
L0 0 H-+(b-1)%2]0
Para que, como se pretende, r4 = rgqp = 3, & necessdrio que % +
b-1) 6_7‘”) # 0. Vejamos entao qual a relacao entre a e b de modo a que esta
condigao seja satisfeita. Note-se que % +(-1) 63‘“’ = (0 é uma equacao na
varigvel a. E simples verificar que a = %‘i;ﬁb. Assim, concluimos que:

1.2 Sistemas de Geradores e Bases

Exercicio 9 Considere os vectores:

Uy = (1,1,(1); Uz :(07171); usz = (1,0,b)
comu; € R3,i=1,2,3.

Que condigoes devem verificar a e b para {u1,us,us} constituirem uma base
de R3.

Solu¢do

Sabemos que dim (R3) = 3. Como o conjunto {uy,usz,uz} é constituido por
trés vectores de R® sabemos que {u1,uz,uz} serdo geradores de R? se consti-
tuirem uma base de R3. Mas {uy,us,uz} sé constituird uma base de R3 se
os seus vectores forem linearmente independentes. Os vectores de {uj, ug, us}
serao linearmente independentes se a tnica combinacao linear nula destes se
obtiver com os escalares nulos:

10
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Brur + Boug + Bauz =0 =
- ﬁl (17170’) +ﬁ2 (07171)+ﬁ3 (1707b) =0=
= (By + B3, 81 + Ba, Bra+ By + B3b) =0

Da expressao anterior resulta que:
By +B3=0
51 + 52 =0
afy+ B, +b83 =0

Temos portanto um sistema homogéneo de trés equagoes a trés incégnitas,

1 0 1
B1, By € B3, cuja matriz do sistema é dadapor A= | 1 1 0 [. Seo sistema
a 1 D

for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo), a tinica solugdo serd
81 = By = B3 =0, pelo que os vectores dados serao linearmente independentes
e portanto uma base de R3, como pretendemos. Tal depende no entanto do
valor dos pardmetros a e b.

Construamos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:

1 0 1]0
Lo «— Lo+ (—1) Ly
AlB] = 1 1 0]0
[ | ] I a 1 b 0 L3<*L3+(*CL)L1
1 0 1 0
0 1 -1 [0 |Ly—Ls+(-1)Ly
0 1 b-a|0
(1 0 1 0
0 1 -1 0
0 0 b—a+1]0

Para que, como se pretende, 74 = r4)p = 3, & necessdrio que b—a+1#0, o
que implica b # a — 1. Nestas circunstancias, o sistema é possivel e determinado
e os vectores dados sdo linearmente dependentes, constituindo uma base de R3.

Exercicio 10 Sejam vy = (7,4,—7) e va = (8,7,8) dois vectores de R3. Deter-
mine o valor de t de modo a que o vector v = (—2,t,8) pertenca ao subespago
de R3 gerado por vy e vs.

Solucao

11
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O subespago gerado pelos vectores v; e vy sdo os vectores da forma: ajv; +
aavy. Assim, o vector v pertencerd ao subespaco gerado por vy e vg se existirem
escalares a1 e o tais que ayvy + agve = v.

a1V1 + Qg = UV <—
— a1 (7,4,-7)+ a2 (8,7,8) = (—2,1,8) —
70&1 + 8(12 = -2
< 4o 4+ Tas =t
—Tag +8as =8

Vejamos quais as condicoes para que o sistema seja possivel. Para isso,
estudamos o sistema através da sua matriz ampliada:

7 8| -2
4 ar Lo «— Lo+ (—%) Ly
K L3« L3+ Ly
[ 7 8 | -2 -
17 847
0 | 8 | Ly Lo
| 0 16 |6 —t=
(7 8 | -2
0 1 |136+119t | Ly« L3+ (—16) Ly
| 0 16 |6
7 8| -2
0 1] 136+119¢
| 0 0| —2170 — 1904¢

O sistema serd possivel se —2170 — 1904t = 0. Logo, v podera ser escrito

como combinagao linear de vy e vy se t = —%.

Exercicio 11 Verifique se o conjunto de vectores {(6,3,9),(5,2,8),(4,1,7)}
constitui uma base de R3.

Solugao
Exercicio 12 Seja v = (1,2) € R%

a) Dé um exemplo de um vector, diferente de v e do vector nulo, que pertenca
ao subespaco gerado por v.

b) Dé um exemplo de um vector que ndo pertenca ao subespago gerado por
V.

12



1 Espagos Vectoriais

Solucao

a) O subespago gerado por v é dado por:

{wERQ:wzam,VaeRa}

O subespago gerado por v sdo protanto todos os "multiplos” do vector
v. Escolhendo o = —1, obtém-se w = (—=1)v = (-1) (1,2) = (-1, -2).
conclui-se portanto que (—1, —2) pertence ao subespago gerado por .

b) Em contraponto com a) serdo todos os vectores que ndo sejam multiplos
de v, por exemplo (1,1). Podemos confirmar este resultado, mostrando
que a equagdo (1,1) = a(1,2) é impossivel:

a(1,2) = (1,1) <
— (o, 2a) = (1,1)

Esta expressao é equivalente, matricialmente, ao seguinte sistema de equagoes:

2 Jr=[3]

O sistema é obviamente impossivel. Estudemos a sua matriz ampliada:

(4 B] = [ ‘i}LQHLng(Q)Ll

ol 4]

Dado que 74 # 74| o sistema ¢ impossivel, pelo que nao existe nenhum
escalar @ € R que satisfaga (1,1) = «(1,2). Logo, (1,1) ndo pertence ao
subespago gerado por (1, 2).

1
2
1
0

Exercicio 13 Considere o espaco vectorial R? e o conjunto de vectores M =
{(4,5,6),(r,5,1),(4,3,2)}. Determiner de modo a que o conjunto gerado pelos
vectores de M ndo seja R>.

Solugao

Sabemos que dim (R?) = 3. Como o conjunto M ¢ constituido por trés
vectores de R? sabemos que M serdo geradores de R? se constituirem uma
base de R?. Mas M s6 constituird uma base de R? se os seus vectores forem

13
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linearmente independentes. Os vectores de M serdo linearmente independentes
se a tnica combinagao linear nula destes se obtiver com os escalares nulos:

Bl (47576)+ﬁ2 (T7571)+ﬂ3(47372) =0=
= (481 + 1By + 483,501 + 565 + 383,60, + B2 +263) =0

Da expressao anterior resulta que:
4B1 +Tﬁ2 +4ﬁ3 == 0

5ﬁ1+5ﬂ2+3ﬂ320
65, + 02 +2083=0

Temos portanto um sistema homogéneo de trés equagoes a trés incégnitas,

4 r 4
081, By € B3, cuja matriz do sistema é dadapor A= | 5 5 3 |. Se o sistema
6 1 2

for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo), a tnica solugdo serd
81 = By = B3 = 0, pelo que os vectores dados serdo linearmente independentes
e portanto uma base de R3, o que contraria o que nés pretendemos. Pretende-
se portanto que o sistema seja indeterminado, isto é r4 < 3. Tal depende no
entanto do valor do pardmetro 7.

Construamos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva carac-
teristca:

4 r 410 1
[A1B] = | 5 5 3|0 | L1l
6 1 2|0 | ——
(1 2 10
5 g 310 Lo — Ly+ (—5) L4
r 1 z 1 0
1 4
0 22 2|0 |Ly« Lo
0 24—r 410 &
L 4

Para prosseguir a condensacao temos de assumir que r # 20. Adiante estu-
daremos o caso em que r = 20.

1 z 1 0
4 24 —
0 1 -—5=|0 L3<—L3+(— 4T)L2
T
1z 1|0
8

0 1 o]0
_0 0 20—r 0
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Para que, como se pretende, r4 = 143 < 3, & necessdrio que =32 _(, 0

20—r

que implica r = 16. Nestas circunsténcias, o sistema é possivel e indeterminado
e os vectores dados sao linearmente dependentes.

regressemos agora ao caso em que 7 = 20. Substituindo r na matriz apéds as
trés primeiras operagoes elementares obtém-se:

20
L7
20—20
4
0 24—20
4

Prosseguindo a condensagao, obter-se-4:

SO = OO

O = Ot = O Ut

1
-2
-4

1
—4
-2

OO o oo o

1 5 110
0 0 =270
01 —-4]0
Ly «—— Lr;

Tem-se, claramente, r4 = r4p = 3 pelo que o sistema ¢ possivel e deter-
minado. consequentemente, os vectores dados serao lineramente independentes.
O valor do parametro r que nos interessa ¢ portantor = 16.

Exercicio 14 O conjunto, P5 (R), dos polindmios de grau inferior ou igual a 2
constitui um espago vectorial real.

a) Determine um polindmio b(x) de modo a que o conjunto {1,1+ b (z)}

constitua uma base de Ps (R).

b) Determine as coordenadas de 2x* — Tx nessa base.

Solugao

a) O polinémio b (x) deverd ser tal que o sistema de vectores {1,1+ 22,b(z)}
Construamos a combinagdo linear nula
destes trés vectores e verifiquemos para que polinémios b (z) = ax®+bx+c
a equagao é satisfeita apenas com os escalares nulos:

seja linearmente independente.

Br-1+8y- (14+2%) +8;-b(x)=0=
= 01148y (14+2°) + 85 (ar® +br+¢) =0 =
= (81 + Bo + ¢B3) + (083) - x + (By + afy) - 2* = 0

15
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Sabendo que um polinémio é nulo se os coeficientes dos termos de todos
os graus forem nulos, teremos:

B1+By+cf3=0

By +aBs =0
Temos portanto um sistema homogéneo de trés equagoes a trés incégnitas,
1 1 ¢
081, B9 € B3, cuja matriz do sistema é dadapor A= | 0 0 b |. Seo
01 a

sistema for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo), a tnica
solucao serd B, = By = (B3 = 0, pelo que os vectores dados serdo linear-
mente independentes e portanto uma base de P (R), como se pretende.
Tal depende no entanto do valor dos pardmetros a, b e c.

Construamos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva car-
acteristca:

1 1 ¢]|0
[A|B] = 0 0 b|0 |Lye— Ly
| 0 1 a0 |
[1 1 ¢]|0]
0 1 a0
| 0 0 b |0 |

Para que, como se pretende, r4 = r 4 p = 3, € necessdrio que b # 0. Nestas
circunstancias, o sistema ¢é possivel e indeterminado, os vectores dados sao
linearmente dependentes e portanto constituirdo uma base de P (R).

Escolhemos a alternativa mais simples e escolhamos a = ¢ =0¢e¢ b = 1.
Neste caso b(z) = . O conjunto de vectores {1,1+ 2% 2} serd portanto
uma base de P (R).

Pretende-se determinar os escalares (3, (5 e (35 tais que:

By -1+8y- (142%) + B3 2=22> Tz &
& By -2+ By x4+ (By + o) = 227 — Tw
Sabendo que dois polinémios sdo iguais se os coeficientes dos termos do

mesmo grau sao iguais, a igualdade acima é equivalente ao seguinte sistema
de equagoes:

16
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By =2

/33 =-7

B1+B,=0
Facilmente se verifica que a solucao serd dada por 3, = =2, B, = 2 ¢
B3 = —7. Assim, as coordenadas de 2z — 7z na base {1,1+ 22, z} serdo

[—2 2 —7]".

Exercicio 15 Mostre que o conjunto M = {(1,2,3),(2,3,4),(3,4,5)} ndo é
uma base de R3.

Solugao

Temos duas alternativas para mostrar este facto:

1% alternativa:

Notemos que dim (R?) = 3. Se os vectores dados ndo forem linearmente
independentes, entdo ndao podem constitur uma base de R uma vez que esta
deverd ter 3 elementos.

2¢ alternativa:
Podemos verificar se os vectores de M geram qualquer vector € R3. Se tal
nao for verdade, entdo os vectores ndo podem constituir uma base de R3.

Exercicio 16 Verifique se os sequintes vectores sao geradores do espago vecto-
; 3
rial R”.

a) v1=(1,1,1); 22 = (1,-1,-1); 23 = (3,1,1)
b) xr1 = (1,1,1); To = (17—1,—1); T3 = (371,2)

Solugao

1.3 Subespacgos Vectoriais

Exercicio 17 Quais dos sequintes subconjuntos de R? sdo subespacos de R??
i) Wi ={(z,y) eR?* : 2 = 2y}
it) Wo = {(z,y) e R? : x = 2y,2z =y}
iti) Wy = {(z,y) e R? 1z =2y + 1}
w) Wy = {(z,y) e R? : 2y = 0}

17
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Solucao

i)

iii)

iv)

Vejamos se 0 € Wy. Sex =0ey = 0, teremos = = 2y pelo que (0,0) € W;.
Com efeito, 0 = x-0. Consideremos agora dois vectores (z,y), (z/,y') € Wi
e dois escalares «, 5 € R. Pretende-se verificar que «a (z,y) + 8 (2/,y') €
W;. Faga-se (a,b) = a(x,y) + B(2',y'). Queremos mostrar que (a,b)
satisfaz a = 2b:

(a,b)
(Porque (z,y),(z',y)

oz, y)+ B, y')

Wh)

= (20y+28y,ay+ By')
= Q2(ay+py),0y+06Y)

m

Concluimos assim que (a, b) satisfaz a = 2b, logo, F5 é um espago vectorial.

O sistema = = 2y A 22 = y tem como solugdo dnica o vector nulo, (0,0).
Assim, como Wy = {(0,0)} conclui-se que W5 é um subespago.

Vejamos se 0 € Ws. E fdcil verificar que ndo: um vector de W5 tem a
forma (2y + 1,y),y € R. Este vector poderd ser escrito como:

2u+1y)=y(2,1)+(1,0),yeR

Vejmos agora se existe algum escalar « tal que (2a + 1, ) = 0:

2a+1l,a0) =0
s a(2,1)+(1,0) = (0,0) —
a(2,1) = (~1,0) <

20 =1
a=0

Este sistema é impossivel pelo que 0 ¢ W5. Portanto, W5 nao constitui
um subespago vectorial.

O conjunto W, é constituido pelos vectores da forma (x,0),z € R e
(0,),y € R. E obvio que os vectores (1,0) e (0,1) pertencem ao sube-
spago vectorial Wy, mas a sua soma, (1,0)+(0,1) = (1,1), ndo. Dado que
W4 néo é fechado para a soma, entdo nao pode ser espago vectorial.

Exercicio 18 Seja F o espago vectorial real das fungdes reais de varidvel real,
diferencidveis. Determine, entre os sequintes conjuntos, aqueles que sao sube-
spagos de F.

18
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i) L= {feF:f@) f @) =1Voex}
i) Fp={fe€F:f@@)=a-f (2) Voer}

Solugao

i) Vejamos se 0 € Fy. Obviamente que néo: se f (z) = 0 teremos f () =0,
pelo que f () f (z) =0 # 1. Logo, 0 ¢ F, portanto F} nao é subespago.

ii) Vejamos se 0 € Fy. Se f(x) = 0 teremos f (z) = 0, pelo que f () =
z- f (x) ¢ satisfeita. Com efeito, 0 = z - 0. Consideremos agora duas
fungoes f (), g(x) € F» e dois escalares o, 5 € R. Pretende-se verificar
que af (z) + Bg (z) € F,. Faga-se p(x) = af gx) + Bg (z). Queremos
mostrar que p (x) se pode escrever na forma x - p (z):

p@@) = af(@)+6g()
(Porque f (x) g () € F2)

= ar-f (&) +Ba-g (@)

= z(af (@) + 89 (@)

z-p ()

Concluimos assim que F» é um espago vectorial.

Exercicio 19 Considere o espago vectorial S, sobre R, das sucessoes reais.
Determine, entre os sequintes subconjuntos, aqueles que sao subespacos de S:

i) O conjunto das progressoes aritméticas, P.

it) O conjunto das sucessoes com um niumero infinito de termos nulos, Q.

Solugao

i) As progressoes aritméticas reais sdo sucessoes reais do tipo u,, = n-r,r € R.
Est4 claro que se r = 0, teremos u,, = 0, pelo que 0 € P. Consideremos
agora duas progressoes u,,v, € P e dois escalares a, § € R. Pretende-se
verificar que au,, + Bv, € P. Faga-se w,, = au, + Bv,. Queremos mostrar
que w, é uma progressao aritmética. Basta para o efeito determinar o seu
termo:
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w, = au,+ 0vu,
(Porque uy,, vy, € P)
= anry + fnry
n (ary + Orq)

Concluimos assim, que w;,, € uma progressao aritmética de termo (ary + fra).

Exercicio 20 Seja E o espaco vectorial real das funcdes reais de varidvel real
continuas e diferencidveis em R, munido das operacoes habituais de adi¢ao de
funcées e da multiplicacao de uma funcao por um escalar. Seja F o conjunto
das fungoes:

ax + G, x<0
f@)=X ar’+bx+ec, 0<z<1 (1)
yx + 6, x>1

Que condigdes devem verificar as constantes e o, 3,7,6,a,b e ¢ para que F
seja um subespaco de E?

Solucao

e f tem de ser continua

Apenas nos precisamos de preocupar com os pontos de abcissa x = 0 e

r=1:
—x=0
a-0+ﬂza~02+b~0+c<:>
—x=1

a-124b-1+c=y-1+8<=latbtc=7+6

e f tem de ser diferencidvel

Apenas nos precisamos de preocupar com os pontos de abcissa x = 0 e

r=1:

_ 4 — 4 — a=2-q- —
dx =0 — dx 2=0+ a=2-a x+b|a::0+
sla=1]
df _ df _

-l md = 2aztb o=y

=1 =1+t
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As quatro condigoes anteriores podem ser colocadas em forma de sistema de
4 equagoes a 7 incognitas, a saber:

[0
0100 0 0 -1 A 0
0011 -1 -1 -1 g 1o
1000 0 -1 0 “lo
0010 -2 -1 0 Z 0
L C -
Resolvendo o sistema por condensagao obtém-se:
[0 1.0 0 0 0 —1]0]
00 1 1 -1 -1 =10/
1 00 00 -1 0 |0]|*—
(000 1 0 -2 -1 0 |0 |
1 0 0 0 0 -1 0 |0]
00 1 1 -1 -1 —1jo|
0 1.0 0 0 0 —1]|0|=—=3
00 1 0 -2 -1 0 |0 |
1 0 0 0 0 -1 0 |0]
010 00 0 -—1]/0
00 1 1 -1 -1 —1]0 |laslat(1)Lg
00 1 0 -2 -1 0 |0 |
1 0 0 0 0 -1 0 |0
0100 0 0 -=1]0
0 0 1 1 -1 -1 110 M
000 0 -1 -1 -1 1 |0
1 000 0O —-10 |0
0100 0 0 =1]0
001 0 -2 -2 0 |0
0 00 -1 -1 -1 1 |0

Temos 74 = 74 p = 4 < 7 pelo que o sistema ¢ possivel e indeterminado
com grau de indeterminagdo n —ry =7 —4 = 3.
A solugdo geral do sistema serd dada por:

a=1b

B=c

v =2a+2b Vaboer
b=—-a—-b+c
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Matricialmente, teremos:

0O Qe 2 W

NN OO

o O =

N O =

+b| -1

o = O

Relativamente as condigoes para o critério de suespago:

e Estd claro que 0 € F. Basta fazer a = b = ¢ = 0, para que «

6 = 0 e portanto se tenha a funcao f (x) = 0.

+
o
—H OO R OKFO

e Consideremos agora duas fungbes f (x),g (z) € F e dois escalares a, 5 €
R. Pretende-se verificar que af (z)+ 8¢ (z) € F. Faga-se p (z) = af (z) +
Bg (x). Queremos mostrar que p (x) se pode escrever na forma da equagao

(1):

p(z)

Fazendo a” =

forma:

(
(a+
(2

p(z)=

(a+da),b" =

x) +g(z) =

b—i—b’)x—i—(c—i—c)
a') x? —|—(b—|—b'):r+(c—|—c)

(a+a)+2(b+0))

b//x_|_cll

// 2+b”$+6”

(2a” +20")x+ (—

Adicionalmente, fazendo,

.. teremos,

1" — b/l
ﬁ — c//
,_)/// — 2a// + 2b//

1!
8" =—a"

b+b)ec

f(
bm—l—c
= ax? + bz +c,
(2a+2b)x+(—a—b+c),

U

+ (=

x <0

0<x<1 +

xz>1

(a+d) -

Vr+c,

(b+0)

ax?+Vx+c,
(2a' +20Yx + (—=d' = b + ),

+(c+d)),

= (c+ ), p(x) escrever-se-4 na

a’ — b+ C//) ,

4+

x <0
0<xr<1
x>1

22
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o’z + 3", x<0
p(x): I/2+bl/x+cll 0<z<l1
y'x+ 8", x>1

.. 0 que mostra que p (z) € F.

Exercicio 21 Seja M, (R) o espago vectorial real das matrizes quadradas de

b . . L .
L Verifique se os subconjuntos a sequir indicados sao
subespagos de Ms (R). No caso afirmativo apresente um conjunto de geradores
linearmente independentes.

ordem 2 da forma

i) Congunto das matrizes quadradas de ordem 2 que verificam a = b.

it) Conjunto das matrizes quadradas de ordem 2 que verificam b= c + 1.

Solugao

a

c

Se a = ¢ = d = 0 teremos a matriz nula de ordem, 0. Logo, 0 € M. Se-
/ /

jam agora A = [ CCL 3 } VA = { Z, g, ] € M e dois escalares a, 8 € R.

Pretende-se verificar que aA + A’ € M. Faca-se A" = aA + BA'.

. . . . . R L a
i) Seja M o conjunto dado, cujas matrizes tém a forma genérica d | Va,c,deR-

A" = A+ pA

= ele ]t d

- aa+ Bad’ aa+ Bd
o ac+ Bd  ad+ Bd

. " 1" . .
Note-se que, na matriz A” se tem a;; = a,,, 0 que implica que A” € M.

Concluimos assim que M é um subespaco vectorial.

Note-se que:
a a 11 0 0 0 0
ERIRUER IR SR

. 1 0 0 0 ) .
Abmm,{[o 0} [1 0],[0 1]}eumababede/\/leportanto

um conjunto de geradores de

23



1 Espagos Vectoriais

ii) Seja M o conjunto dado, cujas matrizes tém a forma genérica { Z ¢ Z } \Va,c,deRr-

Note-se que 0 ¢ M. Efectivamente, o sistema ¢ = 0Ac+1 = 0 é impossivel.
Conclui-se assim que M nao é subespago vectorial de M (R).

Exercicio 22 Seja M, (R) o espago vectorial real das matrizes quadradas de
ordem n. Verifique se os subconjuntos a sequir indicados sdo subespacos de
M, (R). No caso afirmativo apresente uma base e indique a dimensado.

i) Congunto das matrizes diagonais.

it) Conjunto das matrizes escalares.

Solugao

i) Seja M o conjunto dado, cujas matrizes tém a forma genérica diag {d1,da, - ,dn} ,Va,er.
Se d; = 0 teremos a matriz nula de ordem, 0,,. Logo, 0 € M. Sejam
agora D = diag{dy,da, -+ ,dy},D = diag{d}|,d,,--- ,d,} € M e dois
escalares a, 3 € R. Pretende-se verificar que aD + 8D’ € M. Facga-se
D" =aD + gD’

D" = aD+ gD’
adzag{dtha adn}+ﬁdzag{dllv /27 ’dil}
diag {ad; + Bd},ady + Bdy, -+ ,ad, + Bd,,}

A matriz D" é obviamente diagonal, o que implica que D" € M. Con-
clufmos assim que M é um subespago vectorial.

Note-se que:

dlag {d17d2a o 7dn}

= dy-diag{1,0,--- ,0} + -+ +d,, - diag {0,0,--- , 1}

Assim, {diag {1,0,--- ,0},--- ,diag{0,0,--- ,1}} é uma base de M. Como
¢é constituida por n vectores, M tem dimensao n.

ii) Seja M o conjunto dado, cujas matrizes tém a forma genérica diag {d,d, - -- ,d} ,V4er.
Se d = 0 teremos a matriz nula de ordem, 0,. Logo, 0 € M. Sejam
agora D = diag{d,d,--- ,d}, D’ = diag{d',d',--- ,d'} € M e dois es-
calares o, 3 € R. Pretende-se verificar que aD + 8D’ € M. Faga-se
D" =aD + g8D'.
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D//

aD + 8D’
a~diag{d,d,--- ,d}-i-ﬁ-diag{d’,d',-" ,d'}
= diag{ad+ Bd,ad+ Bd',--- ,ad, + 5d'}

A matriz D" é obviamente diagonal, o que implica que D” € M. Con-
cluimos assim que M é um subespago vectorial.

Note-se que:

dlag{dvdv ad}
= d-diag{1,1,---,1}

Assim, a matriz identidade de ordem n é uma base de M. Como é con-
stituida por 1 vector, M tem dimensao 1.

Exercicio 23 Seja C o espago vectorial real das fungées reais de varidvel real,
com deriwvada continua no intervalo [—a,a]l,a > 0. Verifique se os seguintes
conjuntos sao subespacos vectoriais de C.

i) Vi= {f €C: f(—x)= f(:E) ’vxe[—a,a]}
W) Vo={feC: f(~2) =~ (), Yoc|-aal}

Solugao

i) Vejamos se 0 € V3. Se f(x) = 0 teremos f (—z) = 0, pelo que f(z) =
f (—x) é satisfeita, logo 0 € V4. Consideremos agora duas fungoes f (z), g (z) €
V1 e dois escalares a, 8 € R. Pretende-se verificar que af (x)+8g (x) € F>.
Faga-se p (z) = af (x) + Bg (z). Queremos mostrar que p (z) = p (—z):

p(@) = af(z)+pPg(x)
(Porque f (z),9(x) € F3)
= af(-z)+ 8y (-=)
= p(-2)

Concluimos assim que V; é um espacgo vectorial.
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ii) Vejamos se 0 € Va. Se f (z) = 0 teremos —f () = 0, pelo que f(x) = 0.
Logo f (—x) = 0 é satisfeita, pelo que 0 € V5. Consideremos agora duas
fungoes f (x),g (z) € Vi e dois escalares o, 3 € R. Pretende-se verificar
que af () + Bg(x) € Va. Faga-se p(z) = af (x) + Bg(z). Queremos
mostrar que —p (z) = p(—x):

p(x) = af(z)+ By ()

(Porque f(z),g(z) € Va)
= a[-f(-2)]+8[-g(-2)]
= —af(-z)—Bg(-x)
= —(af(—2)+Bg(-2))
= —p(-x)

Logo, p(x) = —p(—x), pelo que p(—z) = —p (). Concluimos assim que
V5 é um espaco vectorial.

Exercicio 24 Seja (a1, a2, -+ ,a,) um vector fixo do espago vectorial R™. Ver-
ifique se o conjunto,

F = {(xl,xg,--- ,Tn) ER™: Zaia:i :O}
i=1

é um subespaco de R™.

Solu¢do
Vejamos se 0 € F. Como o vector (z1,2a, - ,2,) = (0,0,---,0) satisfaz
n
obviamente a equacdo »_ a;x; = 0, concluimos que 0 € F. Consideremos agora
i=1
dois vectores x,y € F e dois escalares o, 3 € R. Pretende-se verificar que
azx + Py € F. Faca-se v = ax + By. Queremos mostrar que v = (v1, 09, , V)

n
satisfaz a equacdo _ a;v; = 0:
i=1
v = axr+ fy<=
— (U15U27"' ,Un) :Oé(Il,ZEQ,"' ,l’n) +6(y17y25"' ayn) —
<~ (Ul,’l}27"' ,’Un) = (axl,a:c27~-~ ,Oé.’lfn) + (ﬁyhﬁy?f" 7ﬁyn)

Concluimos que v; = ax; + By;,i = 1, -+ ,n. Vejamos entdo se o vector,

(Ul,’l}27"' ,Un) = (Oél'l +ﬁy17' c L, Oy +Byn)
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n
satisfaz a equagao > a;v; = 0:
i=1

Xn:aivi = Zn:az‘ (az; + By:)
i=1

i=1

n n
= « Zaixi +0 Zaiyz-
i=1 i=1
(Porque z,y € F)
— @ 0+8-0=0

Concluimos assim que F' é um espago vectorial.

Exercicio 25 Seja E um espago vectorial real. Sabendo que E1 e Fo sdo sube-
spagos de E, verifique se o conjunto F = {x € E: x = x1 — 39,21 € E1, 19 € Es}
é um subespaco de E.

Solugao

Vejamos se 0 € F. Como0 € F1e0 € Fyentao0—-3-0 € F. Mas0—-3-0=0,
pelo que 0—3-0 € F. Consideremos agora dois vectores z,y € F' e dois escalares
a, B € R. Pretende-se verificar que az+0y € F. Faga-se z = ax+[y. Queremos
mostrar que z se pode escrever na forma x = z1 — 329,21 € F1,29 € Es:

z = ax+ By
(Porque z,y € F, 34, y,cEy ,20,ysc B, tais que)
= a(z1 —332) + B (y1 — 3y2)
= azi+ By — 3 (aze + By2)
( Mas FE; e Es sao subespagos vectoriais, >
logo axy + By1 € E1 e axs + By € Es.
= 21— 32

. onde 21 = axy + By1 € E1 e 290 = axs + Bys € Es.Concluimos assim que
F' é um espago vectorial.
Exercicio 26 Quais dos sequintes subconjuntos de R3 sdo subespacos de R3¢
i) Wi = {(:E,y,z) eER:xt+y= 11}
it) Wo = {(x,y,2) € R® : 2? = 22}

i11) Wgz{(x,y,z) €R3:x+2y—|—z:0}
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Solucao

i)

ii)

iii)

Vejamos se 0 € W;. Obviamente que ndo uma vez que 0 + 0 # 11.
Concluimos assim que W7 nao é um espago vectorial.

Vejamos se 0 € Wy. Dado que, se (z,y,2) = (0,0,0), entdo 2% — 22 =
0% — 0% = 0, pelo que a condicio 22 = 2? ¢ verificada e portanto 0 € Wh.
Consideremos agora dois vectores u = (uy,us,us),v = (vy,v2,v3) € Wa e
dois escalares «, 0 € R. Pretende-se verificar que au + v € W,. Faca-se
w = au + Bv. Queremos mostrar que w? = w?:

w = au+ (v
= oa(u1,uz,uz) + B (v1,v2,v3)
= (auy + Bu1, aug + Pug, aus + [Bus)

w? —ws = (au + ﬁvl)Q — (auz + ﬁvg)2
_ 2.2 2.2 2,2 2,2
= oa‘uf + 2afuiv + B0 — a’us — 2afuzvs — B7vs
= o (uf —u3) + Iin (v — v3) + 208 (urv1 — usvs)
(Porque u,v € Wa)

= 2af(uyv; — uzvs)

Logo, w? — w3 # 0, pelo que w? # w3. Conclufmos assim que Wy nao é
um espaco vectorial.

Vejamos se 0 € W3. Dado que, se (z,y, 2) = (0,0,0), entdo z+2y+2z = 0+
2-00 = 0, pelo que a condigao x+2y+z = 0 é verificada e portanto 0 € Ws.
Consideremos agora dois vectores u = (uy,us,u3),v = (vy,v2,v3) € W5 e
dois escalares «a, 0 € R. Pretende-se verificar que au + v € W3. Faca-se
w = au + fv. Queremos mostrar que wy + 2wy + wz = 0:

w = au-+ fv
- Oé(Ul,UQ,Ug)-Fﬁ(’Ul,UQ,Ug)
= (ouy + Buy, aug + PBug, aus + fus)

wy + 2wy +ws = auy + Bur + 2 (aug + Buz) + (quz + Bus)
a(uy + 2us +ug) + B (v1 + 2v9 + v3)
(Porque u,v € Wa)

a-0+5-0=0
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Logo, w1 +2ws+ws = 0, pelo que concluimos ue W3 é um espacgo vectorial.

1.4 Miscelanea

Exercicio 27 Considere o espaco vectorial P, sobre R dos polindmios em x
de grau ndo superior a n. Considere o conjunto P,, subconjunto de P,, dos
polindmios p (x) que verificam a seguinte condi¢ao: p (z) + p (—z) = 0.

a) Mostre que P,/L é um subespago de P,,.

. . ~ /
b) Determine uma base e a dimensao de P,.

Solucao

a) De um modo geral, para mostrar que S é subespaco de um espago vectorial
V temos de mostrar que:

i) 0es.
ii) au+ Pv € S,V4 gek, Vu,ves

Se p(x) = 0 ter-se-4 p(—z) = 0 pelo que p(z) + p(—x) = 0. Logo,
p(z)=0€P,.

Consideremos agora dois polinémios p (z),q(x) € P, e dois escalares
o, € R. Pretende-se verificar que ap (z) + 8¢ (z) € P,. Como, por
hipétese p(x) = p(—x) e q(z) = q(—x), ter-se-4 ap(z) = ap(—x) e
Bq (xz) = Bq (—x). Consequentemente, ap (x)+0q () = ap (—z)+0q (—z),
o que mostra que ap (z) + Bq (z) € P;l.

b) Estudemos os casos em que n é par ou fmpar:

n par Neste caso, os polinémios p (z) € P,/L terao a forma:

P(ﬂf):0+o¢1~x+0x2+a3x3+...+an_lxn—1+oxn

. . 5 _ . ~ ’ ,
Uma base possivel serd {:E, 23,20, 1} e a dimensao de P, serd
n

PR

n fmpar Neste caso, os polinémios p (z) € P,/L terao a forma:

p(x):0+a1'$+03?2+Oé3333+~-~+0x"_1+anxn

. ~ / ,
Uma base possivel serd {x, 3,28, - ,a:"} e a dimensao de P, serd
n+1

2

29



1 Espagos Vectoriais

Exercicio 28 Seja P, o espago vectorial sobre R dos polinémios em x de grau
ndo superior a n. Considere o conjunto ¥, dos polindmios dos polinémios p (z)
pertencentes a P, que verificam a segquinte condigdo: p(0) = 0.

a) Mostre que F é um subespago de P,.

b) Determine uma base e a dimensdo de F.

Solugdo

a) Vejamos se 0 € F. Se p(z) = 0 teremos p(0) = 0, pelo que 0 € F.
Consideremos agora dois polinémios p (z) , ¢ (z) € F e dois escalares «, 3 €
R. Pretende-se verificar que ap (z) + B¢ (x) € F. Fagarse s (x) = ap (x) +
Bq (x). Queremos mostrar que s (0) = 0:

5(0) ap (0) + g (0)
(Porque p (z),q(x) € F)
a-04+43-0

0

Logo, s(0) = 0. Concluimos assim que F' é um espago vectorial.

b) Consideremos um vector genérico de P,, digamos p (z), com a seguinte
forma:

p (:C) = apx" + an71$n71 + an72xn72 +---+a1x+ag

Para que se verifique p (0) = 0 é necessério que:

p(0) =0 <=
= 0" + ap_10" 20" 4+ @10+ ag =0 <=
<—qp=0
Assim, os polinémios p (z) que satisfazem p (0) = 0 terdo de ter termo

independente nulo. Concluimos que, se p (z) € F, entao a forma de p (z)
sera:

p(x) = apx™ + an 12" P a0 24+ ajx

O subespago F terd como base o conjunto {z", 2"~ 2" 2 ... [z} c asua

dimensao serd n.
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Exercicio 29 Considerem-se o0s sequintes subconjuntos de R3:

o {x € R?: 2z = (x1,0,0) ,leeR}
B = {y ER® 1y = (2y2 + Y3, Y2, ¥3) vvyzﬂ/aeR}

Mostre que I 1€ I 2 sao subespacos de Rg indicando bases apropriadas e as
’
765]7662%1](18 dimensoes.

Solugao
Exercicio 30 Seja M, (R) o espaco vectorial real das matrizes quadradas de

ordem n.

a) Mostre que o conjunto H,= {A eEM,: A= —AT} é um subespaco de M,
e indique a sua dimensao.

b) Fazendo n = 3, determine uma base para o espago Hs.

¢) Considere duas matrizes A e B de H,. A matriz A- B é simétrica?
Justifique.

Solugao

Exercicio 31 Considere o espago vectorial R™ e {uj,ug, -+ ,un} uma base
desse espaco. Seja x = T1u1 + Touo + -+ - + Ty, um vector deR™.

a) Que condigdes devem wverificar as coordenadas x1,xa, -+ , T, do vector x
para {x,us, - ,u,} constituir uma nova base do espago R™?

b) Determine a matriz de mudanga da antiga para a nova base.

Solu¢do

a) Os vectores {x,uz, - ,u,} constituirdo uma base de R™ se:

axr+ asus + -+ ayu, =0=a=ay=---=a, =0

Substituamos x na hipétese e estudemos o resultado:
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ar + agus + -+ + anu, =0 &
n n

& ainui + Zaiui =0&
i=1 i=2

ariuy + Z (ax; + a;)u; =0

i=2
Sabemos que a unica combinagao linear nula dos vectores {uy, ug, -+, un}
¢ aquela que se obtém com os escalares todos nulos, uma vez que os vec-
tores {uj,us, - ,u,} sdo linearmente independentes. Assim, deveremos
ter:

ar; =0

arg +ag =0

axr, +a, =0
O sistema acima, nas varidveis {«a, ag, -,y } deverd ser possivel e de-
terminado de modo a que os vectores {x,us, - ,u,} sejam linearmente

independentes. Matricialmente, o sistema pode ser escrito na forma:

1 0 O 0 « 0
zs 1 0 0 as 0
I3 0 1 0 Qs — 0
Tn 0 0 1 e70) 0

O sistemaa é sempre possivel, por ser um sistem homogéneo. serd deter-
minado se r4 = n, isto é, se a matriz dos sistema for regular. Por seu
turno, a matriz do sistema serd regular se o seu determinante for nao nulo.
Aplicando o Teorema de Laplace & primeira linha obtém-se:

zy 0 O 0

SO ] IR

zz 01 - 0| Ll =m
z, 0 0 --- 1 00 1

conlcuimos portanto que o determinante da matriz do sistema é nao nulo,
se x1 # 0 e portanto os vectores {x,us, - ,up} serdo linearmente inde-

pendentes se | 11 20Nz, €Ri=2,...,n |
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b) Comecemos por escrever os vectores da nova base, {x, us, - - ,uy}, na base
anterior, {uy,ug, -+ ,uy}:

T =T1U1 + TaUz + -+ Tply
U2 = U2

Up = Up

Assim, podemos escrever matricialmente:

zyz 0 0 --- 0
s 1 0 --- 0
I:x U2 P un]:[ul U2 un] 1’3 0 ]_ e 0
z, 0 0 --- 1
Assim, a matriz
z; 0 0 0
o 1 0 0
z, 0 0 1
é a matriz de mudanga de base da base {z,us, -+ ,u,} para a base
{uy,u2, - ,u,}. Umvector v € R™ de coordenadas [ v Vg - Up }T
na base {uy, us, - , u, } terd, na base {x, ug, - - - ,u, } coordenadas [ wp  Wwa
dadas por:
w1 V1
w2 V2
w3 | = p-1| vs3
Wy Up

Calculemos B~! por condensacdo, nao esquecendo que 1 # 0:
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z; 0 O 0 1 0 0 0
ze 1 0 0/l0 10 0
I3 0 1 0 0 0 1 LlH_Ll
Co o SR} N
|z, 0 0 110 0 0 1
1 0 0 0] & 00 0
o 1 0 0 0 1 0 0
z3 0 1 0 0 0 1 0 | Li+ Li+ (—z:) L1
. . . (i=2,---n)
|z, 0 0 10 00 - 1
(100 0] = 00 0
0 1 0 0 —il 10 0
0 0 1 0 —z—? 0 1 0
_0 0 0 1 f:? 0 0 1
Logo,
1
= 00 0
—;’1 1 0 0
Bl— —i—j’ 0 1 0
Ln 0 0 1
1

Exercicio 32 Seja V um espaco vectorial real de dimensdo 3 e x1, xa, T3 €
x4 elementos distintos de V. Adicionalmente assuma que {x1,x2,x3,24} é um
sistema de geradores de V satisfazendo a condigao:

T1+ T+ x3+24=0
a) Mostre que {x1,x2,x3} é uma base de V.

b) Um raciocinio semelhante permite mostrar que {x1,x3, x4} €é uma base de
V. Denotando as duas bases por:

a = {$1,$2,=’E3} e = {561,553,!54}

... determine a matriz de mudanca de base da base o para a base (3.
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Solucao

a)

Comecemos por mostrar que {1, 2, 3} é um sistema de geradores de V.
Seja entdo v € V. Sabemos que existem escalares oy, g, ag, s € R tais
que, uma vez que, por hipétese, {x1, 2, x3, x4} é um sistema de geradores
de V:

Q121 + Qoo + 3x3 + QqTg =V

Dado que x1 4+ 22 + x3 + x4 = 0, entao:

Tg=—T1 — T2 — T3

Substituindo na expressao de v, obtém-se:

a1 + oo + azxrs + aury = UV
< 121 + oo + azxz + ay (-1 — X3 —x3) =V =
= (a1 —ag)x1 + (2 — aq) T2 + (a3 — ay) 3 = v <=

Conclui-se assim que é possivel escrever o vector v como combinagao linear
dos vectores {x1,x2,z3}. Com v é um vector genérico de V', conclui-se
que {x1,22,23} ¢ um sistema de geradores de V. Adicionalmente, como
dim (V) = 3 e {x1, 22,23} é um sistema de geradores, em ntmero de 3,
conclui-se que {z1, z2, 3} tem de ser uma base de V.

Comecemos por escrever os vectores da nova base, 8 = {z1, 73,74}, na
base anterior, « = {x1,x2,x3}:

z1=1-21+0-29+0-23
23=0-21+0-29+1- 23
1‘4:(71)~1‘1+(*1)~ZE2+(*1)'1’3

Assim, podemos escrever matricialmente:

1 0 -1
[:El T3 m]:[ml To x3] 0 0 -1
01 -1

Assim, a matriz
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1 0 -1

B=|0 0 -1

01 -1
. é a matriz de mudanca de base da base o = {x1, 2, x3} para a base
B = {x1,23,24}. Um vector v € V de coordenadas [ v vz w3 ]T
na base o = {x1,x9,x3} terd, na base 8 = {x1,x3,24} coordenadas

[ wy Wy w3 ]T dadas por:

w1 U1
wao = B_1 V2
w3 U3

Calculemos B~ com recurso & Teoria dos Determinantes:

1 0 —1

Bl=|0 0 -1]|=1.
01 —1

A 1 0o o 1" 1 -1 0

B=1|-1 -1 -1 =| 0 -1 1

0 1 0 1 -1 0

o 1 -1 0

Logo, Bl =hB=B=| 0 -1 1

1 -1 0

Exercicio 33 Seja S um conjunto de vectores linearmente independentes do
espaco vectorial V sobre o corpo K e x um elemento de V ndo pertencente a S.
Mostre que S U {x} é um conjunto de vectores linearmente dependentes se e sé
se x pertence ao subespago gerado pelo conjunto S.

Solugao
Seja S ={e1, -, ey}

(=) Suponhamos que S U {z} é um conjunto de vectores linearmente depen-
dentes. Pretende mostrar-se que x pertence ao subespago gerado pelo
conjunto S.

Se SU {z} é um conjunto de vectores linearmente dependentes entao é
possivel escrever uma combinagao nula destes vectores com pelo menos
um escalar nao nulo, isto é:

Jaiex t aner +ageg + - opep + o1z =0
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Suponhamos que a1 = 0. Entdo é possivel escrever uma combinagao
linear nula dos vectores de S com pelo menos um escalar nao nulo. Con-
sequentemente, os vectores de S serao, por defini¢ao, linearmente depen-
dentes, o que é um absurdo. Logo, apy; # 0. Sendo assim, poderemos
escrever:

aier + ageg + - apep + appxr = 0 <=
(651 (65 «
e P

xr = — 1
Qp+1 Qp+1 Qp+1

A expressao anterior mostra que x pode ser escrito como combinacao linear
dos vectores de S, ou, por outras palavras, x pertence ao subespago gerado
pelo conjunto S.

(«<=) Suponhmos que x pertence ao subespaco gerado pelo conjunto S. Pretende
mostrar-se que SU{x} é um conjunto de vectores linearmente dependentes.

Se x pertence ao subespago gerado pelo conjunto S, entdo = pode ser
escrito como combinacao linear dos vectores de S:

Joiek @ = ie1 +agea + -+ ey

Reorganizando os termos da expressao anterior obtemos:

Joer i@ — e —oagex — - — e, =0

Obtivemos assim uma combinagao linear nula dos vectores do conjunto
S U {z} com pelo menos um escalar ndo nulo (precisamente o escalar do
vector x que é 1). Entdo os vectores do conjunto S U {z} sdo linearmente
dependentes.

Exercicio 34 Seja A uma matriz real de ordem n. Mostre que a dimensdo do
subespago gerado por {I, A A% A3 ... } é inferior ou igual a n.

Solu¢do

Exercicio 35 Se'V é um espago vectorial real de dimensdo finita e 8 = {x1,- -+ ,Tm}
uma base de 'V, diga o que entende por coordenadas de um vector x € V' relati-
vamente a base 8. Indique ainda por que razao estas coordenadas se encontram
definidas univocamente.
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Solucao

Exercicio 36 Verifique se o sequinte subconjunto de R* é um subespago de R*?

W:{(m,y,zyw)ER4:3x+y:O,x+y+z:w}

Solucao

Exercicio 37 Verifique se o sequinte subconjunto de R® é um subespago de R>?

W ={(r,r+2,0):r € R}

Solu¢do

Exercicio 38 Determine o escalark de modo a que os vectores com as sequintes
coordenadas sejam linearmente independentes?

1 0 -1 1
p— 0 . J— 1 . O . 1
T = 0 ; L2 = -1 ; X3 = —1 ; Ty = 1
1 1 0 k
Solugao

Exercicio 39 Determine o escalar A de modo a que os sequintes vectores sejam
linearmente independentes?

1=\ =1,-1); 29 = (-1,\,—1); 23 = (-1, -1, \)
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Solucao
Pretende-se portanto determinar os valores de A tais que:

a1x1 +asxro+azr3 =0=>a; =as =a3 =0

171 + Qa2 + 33 = 0 <=
—a(\-1,-1)+as(-1,\,-1)+a3(-1,-1,\) =0 <=

(041>\ — Q0 — (3, —(1 + OéQ)\ — Q3, —Q1 — Qg + Oég)\) =0

Esta expressao é equivalente, matricialmente, ao seguinte sistema de equagoes:

A -1 -1 aq
-1 A -1 (%) =0
-1 -1 A Qa3

Vejamos quais as condigoes sobre A para que o sistema seja possivel e de-
terminado. E esta a unica solucdo que nos interessa, pois significa que a; =
as = az = 0 é a tunica solugao do sistema fazendo, consequentemente, com
que os vectores dados sejam linearmente independentes. O sistema é possivel
se a caracterisitca da matriz do sistema é igual a ordem, isto é, se a matriz do
sistema ¢é regular.

A regularidade da matriz pode ser determinada através do cédlculo do seu
determinante:

e e
1 -1 A o a LQ — L2 + (—1) Lg
0 —1-Xx —14X
0 A+1 —-1-2X = (Teorema de Laplace a 1 coluna)
-1 -1 A
v/ 3| —L=A —1+ A _ 2 B 2
EDEDH T T = (e - aen (18]

= (1)@ +A)[1+A+1-)N]

Concluimos assim que o determinante da matriz do sistema serd nulose (1 + A) [L + X+ 1 — \*] =
0. A solucao é A =2V A = —1. Deste modo, de modo a que o sistema tenha

solucao determinada é necessédrio que A # 2A\ # —1. Esta é também a condi¢ao

sobre A para que os vectores {x1, z3, x3}sejam linearmente independentes.
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Exercicio 40 Seja W o subespaco de R* gerado pelos vectores?

Ty = (17 72a Oa 3) ;y L2 = (25 757 735 6) ;L3 = (27 71,45 7)
Verifique se o vector v = (1,—2,0,3) pertence a W.
Solucao

Pretende-se determinar, se existir, um conjunto de escalares {a1, ag, ag} tais
que 1T + QX9 + 3T3 = V.

1T + X9 + 3T3 = UV <
<~ a1 (1,-2,0,3) + a2 (2,-5,-3,6) + a3 (2,-1,4,7) = (1,-2,0,3) —
(a1 + 202 + 23, 211 — bag — a3, —3as + 4as, 3a1 + 6as + Tas) = (1,-2,0,3)

Esta expressao é equivalente, matricialmente, ao seguinte sistema de equacoes:

1 2 2 1
2 =5 —1 ||| | -2
0 -3 4 e
3 6 7 @3 3

Em geral, dever-se-a estudar o sistema de equagdes acima: se for possivel,
conclui-se que v € W, caso contrdrio v nao pertence ao espago gerado pelos
vectores dados.

Neste caso em particular, tem-se v = x1,pelo que, se fizermos a; = 1 e
as = ag = 0 teremos a1 + asxs + agxrs = v e portanto v € W.

Exercicio 41 Dé uma caracterizagao do subespaco W C E gerado pelos vec-
tores com as sequintes coordenadas:

Solucao
Vamos construir uma matriz cujas linhas sdao os transpostos dos vectores
dados:

2 -1 -1
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Por operagbes elementares sobre linhas podemos transformar a matriz A
numa matriz A/. Concluimos que as linhas de A/ se podem escrever como
combinacao linear das linhas de A. Consequentemente, as linhas de A podem
ser escritas como combinagao linear das linhas de A/ o que significa que os
vectores associados as linhas de A geram o mesmo subespago que os vectores
associados as linhas de A/. condensemos entdo a matriz A:

1 -3 2
[2 ) _1]L2<_L2+(—2)Ll
1 -3 2
[0 5 _7]L2HL2+(2)L1

Esta operagao elementar é suficiente para verificar que W tem dimenséao 2 e
tem como base os vectores x1 e xo dados ou, de modo equivalente os vectores
obtidos por aplicacao da operagao elementar e que sao dados por:

1 0
¥p=1| -3 |;2,=1| 5
2 -7

Em resumo, v pertence ao subespago gerado por {x1,z2} se e 86 pertence ao
subespago gerado por {z}, z5}.

Exercicio 42 Qual a dimensdo do subespaco de R® gerado pelos vectores:

Ty = (25_173a55_2)7 To = (27_153757_2)7
v3 = (5,-3,8,4,1); x4 = (1,0,1,11,7)

Solucao
Exercicio 43 Determine uma base de R? contendo os vectores {(1,2,5),(0,1,2)}.

Solu¢do
Necessitamos de encontrar um vector (a, b, c) tal que:
(a,b,¢) # a1 (1,2,5) + 22 (0,1,2) , Vo, aser

Porqué? Porque dim (R?) = 3 e os vectores {(1,2,5),(0,1,2)} ja sao lin-
earmente independentes. Se encontrarmos um terceiro vector, (a, b, ¢), que nao
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possa ser escrito como combinagcao linear dos vectores {(1,2,5),(0,1,2)} deter-

minamos um sistema de vectores {(1,2,5),(0,1,2),(a,b,c)} linearmente inde-

pendentes. Como sdo em niimero de 3, constituem uma base de R3.
Consideremos entao a equagao:

a1 (1,2,5) + a2 (0,1,2) = (a,b,¢c) <=
<~ (a1,2a1 + ag, 501 + 2a2) = (a, b, ¢)

Esta expressao é equivalente, matricialmente, ao seguinte sistema de equacoes:

1 0 aq a
2 1 (%) = b
5 2 Q3 C

Pretende-se obviamente, que o sistema seja impossivel. Estudemos a sua
matriz ampliada:

1 0
Lo — Lo+ (=2) 14
Al Bl = 2 1
[ | ] L3<—L3+(—5)L1
| 5 2
(1 0 a
0 1|b—2a | Ly Ls+(—1)Ly
_O 2| c—ba
1 0 a
0 1 b—2a
0 O|lc—2b—a

O sistema ¢ impossivel se 74 # r 4 p. Como rs = 2 pretende-se que r4 g = 3.
Para que tal aconteca é necessédrio que ¢ — 2b — a # 0. Existem muitos vectores
(a,b, ¢) nestas circunstancias, por exemplo, a = 1 e b = ¢ = 0. O vector que
procuramos é portanto (a,b,c) = (1,0,0).

Exercicio 44 Determine as coordenadas do vector (3,2,1) na base {(1,0,2),(2,1,0),(0,3,5)}
em R3.

Solugao
Pretende-se determinar escalares 3, 35, 85 € R tais que:

B1(1,0,2) + 55 (2,1,0) + B5(0,3,5) = (3,2,
(3,

1) =
< (81 + 28,82 + 383,26, +506;) = (3,2,1)
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A dltima igualdade é equivalente ao seguinte sistema de 3 equagOes nas

1 20
varidveis 3, 85 € 35 em que a matriz do sistema é dadapor | 0 1 3
2 05
51 + Qﬁz =3
By + 305 =2
20, +583 =1

A solucao deste sistema fornecerd as coordenadas pretendidas. Sabemos que
o sistema serd possivel e determinado uma vez que um vector se escreve de
forma unica numa certa base. Construamos a matriz ampliada do sistema e
resolvad-mo-lo por condensacao:

[1 2 03
[A|B] = 0 1 3|2 |Ly—Ls+(-21L
| 2 3 5|1
1 2 o] 3
0 1 3 2 Ls <—L3+L3
| 0 -1 5|5
1 2 0| 3 1
0 1 3| 2 | L3« §L3
00 8|3 | — —
[1 2 0o 3 ]
0 1 3| 2 Ly — Ly+(=3) Lg
0 0 1|2 |
[1 2 0 3
0 1 0| Z |Li—Li+(-2)L
[ 00 1|2 ]
1 0 0] -L
0 1 0 %f
3
| 0 0 1| —%
A solugao do sistema serd portanto §; = f{f, By = % e fy = f%. Conclui-

mos assim que:

<_§> (1,0,2) + % (2,1,0) + (—%) (0,3,5) = (3,2,1)

Exercicio 45 Mostre que as solucoes do sistema de equacdes lineares com co-
eficientes reais,
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3x+2y+6z2=0
—x—y+22=0
20 +y+82=10

. constituem um subespaco de R3. Indique uma base e a dimensdo deste
subespaco.

Solugao

Exercicio 46 Determine, para cada valor do escalar m € R, o subespago de R?
que constitui solugcio do seguinte sistema de equagoes:

3x+2y+mz =0
mr—y+4z=0
20 +y+32=0

Solugao

Exercicio 47 Considere o espaco vectorial R?, uma base o = {(1,0,1),(0,2,0),(1,2,3)}
e uma base « = {(1,0,0),(2,0,1),(0,0,3)}. As coordenadas de um vector

v € R3 na base o sdo [ r Yy z ] , enquanto que na base 3 sao dadas por

T o . S
[ oy 7 ] . Descreva matricialmente a relagao entre estes dois sistemas
de coordenadas.

Solugao
Exercicio 48 Considere os vectores de R3:

a1 = (1,5,9); as = (2,6,10) e b= (4,8,12)
a) Verifique se b pertence ao espago gerado pelos vectores {ay,as}.
b) Verifique se {a1,as} pode gerar o espago R3.

¢) Verifique se o conjunto de vectores {a1,as,b} é linearmente independente.

Solugao

44



1 Espagos Vectoriais

a)

E necessério verificar se existem escalares 3, 65 € R tais que:

Bia1 + Baa2 = b <=
<~ ﬁl (17 5a 9) + BZ (25 6) 10) = (47 8a 12) —
= (81 +285,508, + 605,96, +108,) = (4,8,12)

A dltima igualdade é equivalente ao seguinte sistema de 3 equagoes nas

1 2
varidveis 3, e 3, em que a matriz do sistema é dada por | 5 6
9 10
Br+20,=4
568, + 68, =38

93, + 1083, = 12

Se este sistema for possivel, entao b pertence ao espago gerado pelos vec-
tores {al, ag}, caso contrério, a resposta é negativa. Construamos a matriz
ampliada e reolvd-mo-lo por condensagao:

1 2| 4
9 10| 12 L3z« Lz +(=9) L,
= e

0 —4| 12 |Ly— Ly+(-2)L,
| 0 -8 | —24 |
1 2 4 ]

0 —4|-12
[0 0 (U

Dado que 74 = 143 = 2, o sistema & possivel e determinado, logo o vector
b pertence ao espago gerado pelos vectores {a1,as} uma vez que pode ser
escrito como combinacao linear destes ltimos.

A resposta é imediatamente negativa, uma vez que dim (R3) = 3. Tal
significa que um sistema de geradores de R? deverd ter, no mfnimo, 3
vectores, 0 que nao é o caso. Poderemos no entanto recorrer & definigao e
verificar que, dado um vector genérico de R3, digamos (z, ¥, 2), ne sempre
é possivel escrever (z,y, z) como combinagao dos vectores {aj,as}.

Verifiquemos assim, se existem escalares 3, 85 € R tais que:

61(11 + 620’2 = (l',y,Z) <~
— 5, (1,5,9) + 55 (2,6,10) = (z,y, 2) <
< (B +285,50, +606,,98, +108,) = (x,y, 2)
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A dltima igualdade é equivalente ao seguinte sistema de 3 equagoes nas

1 2
varidveis 3, e 85 em que a matriz do sistema é dada por | 5 6
9 10
B1+28,=x
50, +60, =y
98, + 103, =

Se este sistema for possivel para qualquer (z,y,z) € R3 entdo os vec-
tores {a1,as} serdao geradores de R3,caso contrario, a resposta é negativa.
Construamos a matriz ampliada e reolvd-mo-lo por condensagao:

1 2
AB = |5 6|y | ot (DL
[ 1 2 T
0 —4|y-—5x Ly — L3+ (=2) Ly
| 0 =8| 2z—-9z
1 2 4
0 —4 —12
| 0 0 |z2—2y+z

Assim, o sistema serd possivel se z-2y-+x=0. Qualquer vector (z,y, z) € R?
que nao satisfaca esta condi¢do nao pode ser escrito como combinacao
linear dos vectores {aj,as}. Concluimos assim que {aj, as} ndo sio sufi-
cientes para gerar o espaco R3.

Tipicamente, construimos uma combinagao linear nula destes vectores e
verificamos se ¢ satisfeita apenas com os escalares nulos. Se a resposta for
afirmativa os vectores sao linearmente independentes, caso contrario serao
lineramente dependentes.

Bra1 + Byaz + B3b = 0 <=
— /Bl (1>5a9> + 62 (2763 10) + 63 (438a 12) = 0 —
<= (B + 2B, + 483,50, + 683, + 803,96, + 108, +1233) = (4,8,12)

A dltima igualdade é equivalente ao seguinte sistema de 3 equagdes nas var-

1 2 4
idveis B, B4 € B3 em que a matriz do sistema ¢ dadapor | 5 6 8
9 10 12
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B1+28,+48;=0
551 + 6ﬁ2 + 863 — O
98, +108, + 1265 =0

Se o sistema for determinado (possivel é sempre, por ser homogéneo),
a unica solucao serd B, = By = B3 = 0, pelo que os vectores dados
serao linearmente independentes. Pretende-se portanto que o sistema seja

determinado, isto é r4 = 3.

Construamos a matriz ampliada do sistema e estudamos a respectiva car-

acteristca:

[AlB] =

OO = OO © U

2 4

6 8
10 12

2 4
-4 —12
-8 =24
2 4
-4 —12
0 0

o OO

O oo O oo b 1

Lo «— Lo+ (—5) Ly
Ls — L3+ (-9) Ly

Dado que 74 = ryp = 2 < 3, o sistema ¢ possivel e indeterminado com
grau de indeterminagdo d = n—r4 = 3—2 = 1, 0 que significa que existem
outras solugdes para o sistema que nao a solugdo 5; = 5 = B3 = 0, pelo
que os vectores dados sao linearmente dependentes.
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