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1 Valores e Vectores Préprios

1 0 4
Exercicio 1 Considere a matriz A = 0 2 O real. Determine uma
01 -3

matriz P tal que P~YAP é uma matriz diagonal.

Solugao

A diagonalizagdo da matriz A é possivel se a soma das dimensoes dos sube-
spagos préprios associados aos valores proprios da matriz A for igual a 3, isto é,
se as multiplicidades geométricas dos valores préprios somarem 3 (a ordem da
matriz A).

Determinemos os valores préprios de A resolvendo a equacao caracteristica
|[A— A =0:

1-A 0 4

A-M| = | 0 2-x 0
0 1 —3-A

2-1 0
= =N 3,

Logo,

= |A-)M|=0=
= 1-)2-N(-3-)N)=0=
A=1vA=2vi=-3

Os valores préprios da matriz A sdo portanto {1,2, —3}.

Sabendo que a multiplicidade geométrica de um valor préprio ndo excede a
sua multiplicidade algébrica e que a multiplicidade geométrica é sempre, pelo
menos 1, resulta que as multiplicidades geométricas associadas a cada um dos
valores préprios determinados é exactamente 1. A soma destas multiplicidades
é 3, pelo que a matriz A é diagonalizdvel.

Determinemos os subespagos proprios associados a cada um dos valores
proprios:

e \=1
Pretende-se resolver a equagao matricial (A — A\I)z = 0:

(A=MN)z =0

0 0 4 T
~— |0 1 0 zo | =0
01 —4 T3




1 Valores e Vectores Préprios

Esta equagao corresponde ao sistema de equagoes:

1‘3:0
z9 =10 < ro=x3=0,21 €R
.%‘2—41‘3:0

Logo o subespacgo proprio associado ao valor préprio A = 1 serd dado por

T1 T1 1
To | = 0 =x1| 0|,z €R
T3 0 0
1
Assim o subespago préprio associado a A = 1 é gerado pelo vector | 0
0

e \=2

Pretende-se resolver a equagdo matricial (A — A\I)z = 0:

(A-A)z=0=

-1 0 4 I
<~ | 0 0 O

0 1 -5 T3

Esta equagao corresponde ao sistema de equagoes:

—x1+4x3=0 _
0=0 @{il_{lx?’
$2—5CE3:0 2790

Logo o subespago préprio associado ao valor préprio A = 2 serd dado por

I —4163 —4
T2 = o3 =3 ) , X3 € R
T3 3 1

Assim o subespaco préprio associado a A = 2 € gerado pelo vector
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e \=-3

Pretende-se resolver a equagao matricial (A — A\I)z = 0:

A=)z =0
4 0 4 X1

~— | 0 5 0 zo | =0
01 0 T3

Esta equagao corresponde ao sistema de equagoes:

4x1 + 423 =0
T1 = —X3
o =0 <~ { 0 =0
T = 0 2
Logo o subespaco préprio associado ao valor préprio A = —3 serd dado
por:
T —I3 —1
To = 0 =3 0 ,x3 €R
T3 I3 1
Assim o subespaco préprio associado a A = —3 é gerado pelo vector
-1
0
1

Assim, a matriz P que procuramos serd constituida pelos vectores préprios
associados a cada um dos valores préprios determinados:

1 -4 -1
P=(0 5 0
0 1 1

A matriz diagonal serd composta pelos valores préoprios associados aos vec-
tores proprios representados em P, pela mesma ordem, logo:

1 0 0
P'AP=10 2 0
00 -3
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Exercicio 2 Considere uma transformacao linear em R3 dada por:

Ty (x1, 22, x3) = (221 — T2 — X3, 21 — T3, —T1 + T2 + 223)

Determine, se possivel, uma base R? de tal que a matriz da transformacdo
seja diagonal.

Solugao
Consideremos a base candnica de R3:

{e1 =(1,0,0),e2 =(0,1,0),e5 = (0,0,1)}

Comecemos por determinar a matriz da transformacao na base canénica:
Tl (61) :Tl (1,0,0) = (2,1,—1) = 2'61 +1 '62—|—(—1) - €3
Ti(e2) =T1(0,1,0) =(—1,0,1) =(—1)-e1+0-ea+1-e3
T (63) =T (anv ]-) = (_17 _L 2) = (_1) cer+ (_1) cea+2-e3
A matriz da transformacgio, A;, serd uma matriz do tipo 3 x 3 cujas colunas
sdo as coordenadas de T} (e;) na base {e; }:

2 -1 -1
A= 1 0 -1
1 1 2

Determinemos agora os valores préprios de A; resolvendo a equagio carac-
teristica |A; — M| = 0:

2-X -1 -1
S I W N (o

-1 1 2= 2 2 !
2—A 2 + X -1 1-2A

= 1 0 0 (Teorema de Laplace a 2% linha)
-1 11—\ 1—-)

o2t 2= =1 1A

= 1D - 1A’

2= -1 1

- 11—\ 1-A

= 22N -1) 1 =N+ 1N

= 1=XN({1-A-22+)+1)

= (1-X)(2-3x+)7)

Logo,
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— A - M| =0
= (1-N)(2-31+)) =0+
A = 1(raiz dupla) V A = 2

Os valores préprios da matriz Ay sao portanto {1,2}. O valor préprio A =1
tem multiplicidade algébrica 1 enquanto qu o valor préprio A = 2 tem multipli-
cidade algébrica 2.

Sabendo que a multiplicidade geométrica de um valor préprio ndo excede a
sua multiplicidade algébrica e que a multiplicidade geométrica é sempre, pelo
menos 1, resulta que as multiplicidades geométricas associadas a cada um dos
valores préprios determinados é pelo menos 1.A matriz A; serd diagonalizavel se
a multiplicidade ageométrica associada ao valor préprio A = 1 for exactamente
2, caso contrdrio nao serd possivel construir uma matriz diagonalizadora.

Determinemos os subespagos proprios associados a cada um dos valores
proprios:

e \=1

Pretende-se resolver a equagdo matricial (4; — AI) x = 0:

(A1 = AN)z =0+
1 -1 -1 1

= 1 -1 -1 2 | =0
-1 1 1 T3

Construamos a matriz ampliada para deduzir a solucao geral da equagao:

1 -1 -1

0
L 1 1l o] B2+
0

L3 — L3 + (-1) L1

S O =
jan}
e}
e}

Como 74,13 =74 =1 < 3 o sistema ¢é possivel e indeterminado com grau
de indeterminacao n — r = 3 — 1 = 2. Sabemos assim que a multiplici-
dade geométrica do valor préprio A = 1 (sendo igual a dimenséo do sube-
spaglo préprio associado) ¢ 2. Determinemos uma base deste subespago.
Observemos que o sistema (41 — AI)x = 0, para A = 1, corresponde a
equagao:

{$1—$2—$3:O <:>{ r1 = T2+ T3
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Logo o subespacgo préprio associado ao valor préprio A = 1 serd dado por:

€1 To + T3 1 1
To | = To =x9| 1 | +23| 0 |,20,23 € R
I3 I3 0 1
Assim o subespaco proéprio associado a A = 1 é gerado pelos vectores
1 1
1 1e] O
0 1

e \=2

Pretende-se resolver a equagdo matricial (A — AI)z = 0:

(A1 = M)z =0

0 -1 -1 X1
— 1 -2 -1 2 | =0
-1 1 0 T3

Construamos a matriz ampliada para deduzir a solugdo geral da equagao:

0 -1 —-11]0

1 -2 —-11]0 L1<—>Lg
| -1 1 0 | 0]
1 —2 —1| 0]

0 —1 —1| 0 |Ly« L3+1,
| -1 1 0 | 0]
1 -2 —1| 0]

0 -1 —1]0 |LyeLy+(~1)Ly
| 0 -1 —-1]0
1 -2 —1| 0]

0 -1 —1]0 |L <L +(-2Ly
0 0 0 |0
1 0 1 ] 0]

0 -1 =110
0 0 0 |0

Como 74,13 =74 =2 < 3 o sistema ¢é possivel e indeterminado com grau
de indeterminacao n—r = 3 —2 = 1. Sabemos assim que a multiplicidade
geométrica do valor préprio A = 2 (sendo igual & dimensao do subespaglo
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préprio associado) é 1. Determinemos uma base deste subespago. Ob-
servemos que o sistema (4; — AI)xz = 0, para A = 2, corresponde ao
sistema de equagoes:

1 +x3=0 T = —I3
—Ty — I3 = 0 T2 —I3

Logo o subespacgo proprio associado ao valor préprio A = 2 serd dado por:

X1 —X3 -1
X9 = —I3 =23 -1 ,Ta €ER
3 T3 1
Assim o subespacgo proprio associado a A = 2 é gerado pelo vectore
-1
-1
1

Como a soma das multiplicidades geométricas associadas aos dois valores
préprios é exactamente igual a ordem da matriz A; concluimos que a matriz
A; da transformagao T é diagonalizavel. Isto é, existe uma matriz B, tal que
1211 = BilAlB.

Assim, enquanto que a matriz A; representa a transformacdo 77 na base
candnica {e1, e, e3}, a matriz Aj representa a mesma transformacdo mas numa
base {v1,v9,v3}, obtida de {ej,eq,e3} através da matriz de mudanga de base
B.

Ora, B é uma matriz cujas colunas sao as coordenadas de {vy,v2,v3} na base
{e1,ea,e3}. Mas, neste caso, as coordenadas sdo precisamente as coordenadas
dos vectores préprios de Ap. Por outras palavras, a base {v1,v9,v3} é uma base
constituida pelos vectores préprios de Aj.

Resulta assim que A, é uma matriz diagonal cujos elementos principais sao
os valores proprios de A; pela ordem em que os respectivos vectore préprios
estao representados nas colunas de B. Assim, se,

1 1 -1
B=|1 0 -1
01 1

..., teremos a transformacao 77 representada pela matriz,

N
e
I
oo
o~o
oo o
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..., se escolhermos a base {v1,vq,v3}, isto &, se escolhermos como base os
vectores préprios de A;.

Exercicio 3 Mostre que, se a matriz A é diagonalizdvel, entao existe uma
matriz P tal que A = PA"P~', onde A é uma matriz diagonal.

Solu¢do

Se a matriz A é diagonalizdvel entao existe certamente uma matriz @, regu-
lar, tal que D = Q' AQ e D é uma matriz diagonal. Multiplicando & esquerda
de cada termo por @ e & direita por Q! obteremos a seguinte igualdade:

D=Q'AQ = QDQ'=(QQ ) A(QR™") =
— QDQ ' =JAIl <= A=QDQ!

Elevemos cada um dos termos desta igualdade & poténcia de ordem n:

n

A" = (QDQ™)
= (@DQ7) (@DQ™Y) - (@DQ™) (@DQ™)

n factores

Poderemos associar os factores desta tltima expressao de modo diferente de
modo a obtermos:

A"=QD(Q™'Q)DQ™"---QD(Q7'Q) DQ™*

Temos assim n — 1 produtos Q~'Q = I, pelo que, na realidade, teremos:

A" =QDD---DDQ!
n factores

Resulta portanto A® = QD"Q~'. Fazendo P = Q e A = D obteremos o
resultado pretendido.

Exercicio 4 Considere matriz A, real, diagonalizdvel e suponha que conhece 0s
seus valores proprios e uma matriz B diagonalizadora. Com base exclusivamente
nesta informagdo determine A* (k inteiro positivo).

10
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Solucao

Sabemos que, se A é diagonalizdvel, a matriz, D, diagonal que lhe estd as-
sociada tem como elementos diagonais os valores préprios de A, neste caso,
conhecidos. Adicionalmente, saberemos que D = BAB~!. Multiplicando & es-
querda de cada termo por B e & direita por B~! obteremos a seguinte igualdade:

D=B'AB<= BDB ' = (BB')A(BB™') <
< BDB ' =IAl < A= BDB™"

Elevemos cada um dos termos desta igualdade & poténcia de ordem n:

n

A" = (BDB™)
= (BDB™')(BDB')---(BDB™ ') (BDB™)

n factores

Poderemos associar os factores desta tltima expressao de modo diferente de
modo a obtermos:

A"=BD (B™'B)DB™'---BD (B~'B)DB™!

Temos assim n — 1 produtos B~!B = I, pelo que, na realidade, teremos:

A" =BDD---DDB™*
—_——
n factores
Resulta portanto A” = B.D"B.~'. Conhecidas as matrizes B e D conhecer-
emos A™ (note-se que a poténcia de ordem n de uma matriz diagonal ¢ ainda

uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sao as potencias de ordem n
daquela matriz diagonal).

Exercicio 5 Considere A uma matriz conhecida, quadrada de ordem n, com n
valores proprios distintos. Considere a equagdo matricial AZ = Z A.

a) Supondo que x é um vector proprio de A associado ao valor prdprio A,
mostre que Zx ¢é também um vector prdprio de A associado ao mesmo
valor préprio.

b) Prove que x é também vector préprio de Z.

Solucao

11
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a) Pretende-se mostrar que (A — AI) Zz = 0, sabendo que (A — X))z = 0:

(A= X Zx = AZx— NIz
= ZAx—Z(\x)
= Z(Ax — A\x)
Z(A=-X)z=0

b) Sabemos que i) (A— M)z =0e i) (A— A)Zx =0 por a). Subtraindo
a primeira da seguda equagao obtém-se:

(A—X)Zz — (A— Az =0 <
= (A=) (Zz—x)=0

Note-se que a matriz tem n valores préprios distintos o que implica que
os subespagos proprios tém dimensdao 1. O subespago associado ao valor
préprio A terd como base um inico elemento: dado que x é um vector
préprio associado a A poderemos tomar aquele como base do subespago
préprio. Ora, a equacao (A — A) (Zx — x) = 0 mostra que (Zz — ) é um
valor préprio de A e portanto petencerd ao subespago préprio respectivo.
Este subespaco préprio tem como base {z} logo Jnex : Zz — x = au.
Reescrevendo esta tltima expressao temos:

Jr—x = @ ox <=
<— Jr—zr—ar=0<—=
= Z-(14+a))xz=0

Concluimos assim que x é vector proprio de Z associado ao valor préprio
1+ a.

Exercicio 6 Considere o espaco das matrizes reais, quadradas de ordem 2,
Ms (R) e a sequinte transformagao linear de My (R) em My (R):

a b | 2c a+c
T[c d}_[b% d }
a) Determine os valores prdprios da transformacdo linear definida.

b) Determine bases para os respectivos subespagos proprios.

12
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Solucao

Exercicio 7 Seja T uma transformacdo linear no espago das matrizes reais
quadradas de ordem n, tal que T (A) = AT. Determine os valores e vectores
proprios desta transformagao.

Solu¢do
Exercicio 8 Seja a matriz,
-3 4
SRR
Considerando a diagonalizacao desta matriz, determine a expressao de A™.
Solugao

a Mostre que os valores préprios de A podem

e |A].

Exercicio 9 Seja A =

o

i |
r(4)

ser calculados em fungao de t
Solugao

Exercicio 10 Seja A uma matriz de ordem n diagonalizdvel. Sabendo que B
¢ uma matriz diagonalizadora de A, prove que tr (A) = tr (B_lAB) .

Solugao

Exercicio 11 Sejam A1, Aa,- -+, A\n 0s valores préprios de wma matriz real e
simétrica A = [a;j] de ordem n. Mostre que:

n n

Xn:/\f = ZZ@%
1=1

i=1j=1

Solucao

13
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Exercicio 12 Seja A uwma matriz quadrada de ordem 8 e \y = 2, Ao = 4
e A3 = 6 os seus valores proprios. Determine os valores proprios da matriz
B=A%-1.

Solugao
Pretende-se resolver a equagao caracteristica |B — M| = 0.

B—M| = |A>—1-)\|
= |[A2-(+1) D
= (A= VAF1I) (A+VAFTT)|

Note-se que, em geral (4% — B?) # (A + B) (A — B), dado que A e B nao
sdo geralmente comutdveis e portanto AB # BA. Neste caso, a igualdade
verifica-se porque B = I e a identidade é sempre comutdvel (Al = A = A).
Prossigamos:

(- /A7) (44 D) = - T TS

Concluimos assim que:

\B—)\I|:0<:>’A—\/)\Jrll):Ov’AJr\/)\—HI‘:O

Conhecendo os valores proprios de A, sabemos que serao raizes do polinémio
|A — VAt 1I| = 0, na varidvel /A + 1. Deveremos portanto ter:

VA+1=2VVA+1=4VVA+1=6

Resulta que:

A=3VA=15VvA=35

serdo as raizes de |B — AI| = 0 e portanto os valores préprios de B.
Note-se que nao foi necessdrio estudar a equagao |A +VA+1I | = 0 uma vez
que |B — AI| &€ um polinémio do 3° grau para o qual foi possivel determinar trés
raizes. Nao podendo existir mais raizes, conclui-se entao que ’A +VA+1I | #
0,Vy.

Exercicio 13 Seja A uma matriz real simétrica de ordem 3, nao invertivel.
Sabendo que,

tr(A)=8A[0 0 1]"=[0 0 2]"

14
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a) Determine os valores prdprios da matriz A.

b) Sabendo que a1o = asy # 0, determine a matriz A.
Solugao

Exercicio 14 Seja A uma matriz quadrada de ordem 2 com valores préprios 1 e
0 correspondendo respectivamente aos vectores proprios (1,3) e (3,—1). Mostre
que A é simétrica.

Solugao
Sabemos que A é diagonalizdvel uma vez que as multiplicidades geométricas
dos valores préprios somam 2 (a ordem da matriz A). Sendo Assim, sabemos

ool-ls A el 4]

Sendo assim, sabemos que:

Y B

-1
. 1 . .
Determinemos [ 3 _31 } através da matriz adjunta:

1 3
’3 3 ‘__10
1 -
ATl =
| Al
1 [ -1 -3
To—10| -3 1
1 3
- ¥ 7
10 10
Assim:
- -1
3 3
a =[5 4] y

Il
T
glwgl,_, W = W =
| co
—_
[

15



1 Valores e Vectores Préprios

Mostramos assim, que A ¢é simétrica.

Exercicio 15 Seja A uma matriz quadrada real. Prove que, se A é um valor
préprio de A, entdo A é um valor préprio de AT com as mesmas multiplicidades
algébrica e geométrica.

Solucao

e A equacio caracteristica da matriz AT ¢ dada por |AT — Al | Vejamos
que é igual & equagao caracteristica da matriz A:

AT —XI| = |AT —\I7|
- ‘(A—)\I)T‘
= [A- )|

Prova-se assim que A e AT tém os mesmos valores préprios e, consequente-
mente estes terao as mesmas multiplicidades algébricas.

e Sejam Sy o subespago préprio associado ao valor préprio A de A e ST
o subespaco préprio associado ao valor préprio A de AT. Pretende-se
mostrar que dim (S) = dim (S} ).

=N

Exercicio 16 Seja A = [ ; } . Determine matrizes Q e D tais que Q1 AQ =

D.
Solucao

Exercicio 17 Seja A € M, (K). Mostre que, se A é um valor préprio de A,
entdo \> — A2 + 7 é um valor proprio de A3 — A% + 71

Solucao
Pretende-se resolver a equagio caracteristica | (A% — A% + 7I) — (\> = X\* +7) I| =
0.

(A% =A% +71) = (N =N 47) 1| = |A=NT-A+NT+71-1]
= (4% = N°1) — (42 = N°])|

16
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Exercicio 18 Seja A € M,, (R). Mostre que, se 17 é um valor proprio de A,
84 é um wvalor préprio de 2A.

Solugao
Pretende-se resolver a equacdo caracteristica |24 — 34| = 0, sabendo que
|A—17I| =0.

24— 341 = |2(A—17])]
9" A — 171
(por hipétese 17 & valor préprio de A)
= 0

Conclui-se assim que 34 é valor préprio de 2A.

Exercicio 19 Quais sdo as multiplicidades algébricas dos valores préprios da
transformagao linear diferenciacdo, D (-) sobre o espago dos polinémios reais
de grau inferior ou igual a 3, P3? Quais as dimensdes dos espag¢os proprios?
Serd a matriz da transformacdo D diagonalizdvel?

Solucao

Exercicio 20 Seja A € M,, (K). Mostre que:

a) Se soma dos elementos de cada linha é igual a s entdo s é um valor préprio
de A.

L, .

b) Se soma dos elementos de cada coluna é igual a r entio r é um valor
préprio de A.

Solu¢do

a) Consideremos o caso n = 3 que serd facilmente generalizdvel: seja A €
M3 (K) uma matriz cuja soma dos lementos de cada linha é s. Pretende-
se mostrar que s é valor proprio de A, para o que temos de calcular o
determinante |A — sI|:

aj; a2 ais s 0 0
|A — SI‘ = a21 a22 Aa23 - 0 s O
as1 Qg2 ass 0 0 s
aip —$ ai2 a3
= a21 a2 — S a23
a31 a32 agsz — S

17
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Substituindo a primeira coluna pela que se obtém somando-lhe as restantes,
nao altera o valor do determinante uma vez que corresponde a aplicagao
de 2 operacoes de Jacobi sobre colunas. Obter-se-4:

a1l — 8 a2 a3
a21 ag9 — S as3 Cl — Cl + Cg
as1 as2 ass — S
a11 — S+ aiz a2 a3
ag1+ag—s ax—s a3 |[Cr<C1+Cy
as1 + as2 as2 a3z — S
a11 — s+ aiz +ais a2 a3
G21 + a2 — S+ a3 agy — S a23
a31 +asz +ass —s as2 a3z — §
) 0 ap a3
E 6bvio que a primeira coluna serd nula e o determinante, | 0 as2 — s ao3
0 asz2 azz — S

serd nulo, o que mostra que s é valor préprio de A.

A generalizagdo para qualquer dimnsido n é simples: aplicam-se sucessi-
vamente n — 1 operacoes de Jacobi sobre colunas, C; «— Cy + Cj,j =
1,---,n, de modo que a matriz cujo determinante se pretende calcular

tem a primeira coluna nula, no que resulta um determinante nulo e a
prova de que s é um valor préprio de A.

Exercicio 21 Seja A € M (R). Os valores prdprios de A sao 1.1 e 0.4. Os
vectores proprios respectivos $ao [ 1 -2 ]T e [ 2 1 ]T. Seja {xy} > uma
. . T —
solugdo para a equagio w1 = Axyp com xg = [ 7T —4 ] Determine uma

expressao explicita para xj, envolvendo k e 0s vectores préprios vy e vs.

Solucao

2

Exercicio 22 Mostre que, se A é uma matriz quadrada de ordem n, diagonal-
izdvel e reqular, entdo A~' também é diagonalizdvel.

Solucao

Se a matriz A é diagonalizdvel entao existe certamente uma matriz @, regu-
lar, tal que D = Q7' AQ e D é uma matriz diagonal. Multiplicando & esquerda
de cada termo por @ e & direita por Q! obteremos a seguinte igualdade:

18
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D=Q 'AQ = QDQ'=(QQ ") A(QQ™") =
= QDQ = [A] « A =QDQ"

Como A é regular existird A~!, pelo que:

A=QDQ ' = A = (QDQ ) =
= A '=QD Q!

Multiplicando & esquerda de cada termo por Q! e & direita por @) obteremos
a seguinte igualdade:

QATQ=(Q'Q DT (QQ) = QIATIQ=ID =
— Q*lAle — D*l

A matriz D! é a matriz diagonal cujos elementos sdo os inversos dos ele-
mentos principais da matriz diagonal D, justificando que A~! é diagonalizdvel.

Exercicio 23 Assuma que todos os valores préprios de uma matriz A € M,, (R)
s@o, em valor absoluto, menores que 1. Mostre que, neste caso, a matriz I — A
é reqular.

Solugao

Calculemos |I — A|. Sabemos que (—1)"|A —1I|. Se |A—1I|] = 0 entdo ¢
porque A tem como valor préprio 1, o que absurdo, por hipétese. Concluimos
portanto que |A — I| = 0 e que por conseguinte |I — A| = 0 o que justifica a
regularidade de I — A.

Exercicio 24 Determine os valores prdprios respectivos subespagos proprios
das sequintes transformacoes lineares:

a) T:R? - R? e T (z,y) = (22 — y,0)

y
y) =2z —y,x)
y
y

(

b) T:R?> - R? e T (x,

¢) T:R*—=R3 eT(z,y,2) = (22 —y,0,y + 2)
(

d) T:R> =R eT(x,y,2) = (0,0,9)

Solu¢do
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~ e
0 w
| I

Exercicio 25 O vectorv = (1, —1) é um vector prdprio da matriz A = [

a) Qual é o valor proprio correspondente.

b) Calcule A8y,
Solucao

Exercicio 26 Considere a matriz real

1
A=10 , u,v € R\ {0}
0

o = 2
— e

Para cada valor préprio de A determine o respectivos subespacos proprios,
dimensoes e bases.

Solugado

Exercicio 27 Seja A € M, (R) e C € M, (R) regular. Mostre que os valores
proprios de A e B = C~1AC sdo os mesmos.

Solugao
Pretende mostrar-se que os polinémios caracteristicos |A — AI| e |B — AI]
S20 as mesmas:

|IB—\| = |CTTAC — )|
= |CcT'AC - MICTIC|
= |cT'AC - CC
= |[C7(AC - AI0)|

— |c (A=)

= |c|A=- Tl [C]

= o] A= AT |C]
|A — A

O resultado fica assim comprovado.
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Exercicio 28 Mostre que, se o produto dos valores prdprios de uma matriz A
é nao nulo entao A ¢é regular.

Solugao

Sabendo que o determinante de uma matriz A é igual ao produto dos seu
valores préprios, resulta que, se nenhum dos valores préprios é nulo, o seu pro-
duto também nao serd. Consequentemente |A| # 0 o que prova a regularidade
de A.

Exercicio 29 Considere A = [ ? _85 } eu= { _11 .

Determine x de modo a que u seja um vector proprio de A.

Solucao
O valor de x deverd ser tal que (A — AI)u = 0. Como se pode observar, o
valor préprio associado serd determinado simultaneamente:

(A-MN)u=0+=
1

= (3 5] 8D 4]0

[ (4]

1 —-5—-A -1
e | 27T g I A0
6+ A o T =
Deveremos portano ter x = 8 a que corresponde o valor préprio A = —6.

Exercicio 30 Considere A = [ ? __152 ], up = { 11 }

a) Mostre, calculando Auy que uy é um vector préprio de A.

b) Qual o valor préprio associado ao vector proprio u;.

Solugao

2 =12 4 —4
oan=| 1 ][]
4
0[] =enw
Concluimos assim que Au; = (—1) uy, isto ¢ Au; —(—1) u; = 0. Colocando

uy em evidéncia, obtém-se (A — (—1) I) u3 = 0, o que mostra que u; € valor
préprio de A.
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b) De a) verificAmos que (A — (—1)I)u; = 0 mostrando que —1 ¢é valor
préprio de A associado ao vector préprio u;.

Exercicio 31 Verifique se cada uma das segquintes matrizes reais é diagonal-
1zdvel:

5 4 0 310
a)A=1[14 5 0 b)A=|0 3 1
2 -39 10 0 3
050 (3 -2 0
c)A= cgA=]1 0 1 0
0 0 -5 1 441
0 0 0 11 L
Solu¢do
Exercicio 32 Considere as sequintes matrizes
1 -3 3 3 -2 -1
A=1]10 -5 6 |;B=| -1 2 -1
0 -3 4 -1 -2 3

Para cada matriz responda as sequintes questoes:

a) Determine o respectivo polinémio caracteristico.
b) Determine os respectivos valores proprios.

¢) Indique a multiplicidade algébrica de cada valor préprio determinado em
b).

d) Determine uma base para cada espago proprio.

e) Indique a multiplicidade geométrica de cada valor préprio determinado em

b).

f) Justifique se a matriz é diagonalizavel. Em caso afirmativo qual a matriz
diagonal e a matriz diagonalizadora?

Solu¢do
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Exercicio 33 Considere a matriz

4 -3 1 0 0
-4 5 1 0 0
A= 4 -3 1 0 0
-4 0 4 2 6
-4 0 4 6 2

a) Determine o polinémio caracteristico de A.
b) Determine os valores proprios de A.

¢) Indique a multiplicidade algébrica de cada valor préprio determinado em
b).

d) Determine uma base para cada espago proprio de A.

e) Indique a multiplicidade geométrica de cada valor préprio determinado em

b).

f) Justifique se A é diagonalizdvel. Em caso afirmativo qual a matriz diag-
onal e a matriz diagonalizadora?

g) Mostre que A ¢ singular.
h) Calcule det (A — 81).

Solucao

Exercicio 34 Considere a matriz

O O oW
oo NS
o= OO
w o oo

a) Mostre que, se h # 0, A é diagonalizdvel.

b) Para que valores de h serd A regular?

Solu¢do
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